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63. ro¢nik Matematickej olympiady
2013/2014 Riesenia tloh doméceho kola kategorie B

1. Kazdému vrcholu pravidelného 63-uholnika priradime jedno z c¢isel 1 alebo —1. Ku
kaZdej jeho strane pripiseme sucin cisel v jej vrcholoch a vsetky cisla pri jednotlivych
strandch sc¢itame. Ndajdite najmensiu mozniu nezdpornu hodnotu takého suctu.

(Pavel Calabek)

Riesenie. Oznacme S sktimani hodnotu, t.j. stcet c¢isel na strandch 63-uholnika.
Ak priradime kazdému vrcholu 63-uholnika ¢islo 1, dostaneme S = 63, pretoze ku
kazdej jeho strane bude pripisané c¢islo 1. Pritom je zrejmé, ze ku kazdému zvolenému
oc¢islovaniu vrcholov mozno déjst postupnou zmenou 1 na —1.

Teraz skimajme, ako sa bude menit hodnota S, ked zmenime hodnotu v niekto-
rom vrchole 63-uholnika z 1 na —1. Hodnoty v susednych vrcholoch oznac¢me a a b
(na ich poradi nezalezi). Spravenou zmenou zrejme zmenime zodpovedajice ¢isla na
dvoch stranach, ktoré z tohto vrcholu vychadzaja (a na ziadnych inych). Pri vypocte
hodnoty S sa tak zmenia hodnoty prave dvoch scitancov.

Ak a = b =1, zmensi sa stucet S o 4 (pred zmenou prispievali ¢isla a, b hodnotou
a+b=1-14+1-1=2 a po zmene bude ich prispevok 1-(—1)+(—1)-1 = —2). Podobne
rozoberieme aj ostatné moznosti:

a b || zmena a + b | rozdiel v hodnote S
1 1 2— -2 —4
1|-1 0— 0
-1 1 0— 0
-1] -1 —2—= 2

= oo

Vidime teda, ze zmena jedného ¢isla vo vrchole nemeni zvysok ¢isla S po deleni styrmi.
V avode sme zistili, Ze jedna z dosiahnutelnych hodnot je S = 63, ktord dava po deleni
Styrmi zvySok 3, preto aj najmensia nezaporna hodnota musi dévat rovnaky zvysok 3,
takze najmensiu mozna hodnotu stétu S budeme hladat medzi ¢islami {3,7,11,...}.

Ako sa lahko presvedéime, dé sa dosiahnut hodnota S = 3: sta¢i do vrcholov 63-
uholnika umiestnit nasledujucich 63 ¢isel v uvedenom poradi

1,1,-1,-1,1,1,-1,-1,...,1,1,—-1,-1,1,1,1

60 cisel

a dostaneme S = 3. Ten isty stucet mozno dosiahnut aj inou volbou ¢isel.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Do vrcholov pravidelného 63-uholnika vpiseme lubovolnym sposobom 32 jednotiek
a 31 nul, pricom do kazdého vrcholu vpiSeme jedno cislo. Ku kazdej jeho strane
pripiSeme sucin Cisel v jej vrcholoch a vsetky cisla pri jednotlivych stranach sc¢itame.
Najdite najmensiu hodnotu, ktorid méze nadobudat tento stdet. [Stdet je nezdporny,
a kedZe jednotiek je viac ako nul, na obvode budu vedla seba aspoti dve jednotky, preto
je kazdy sucet asponi 1 a takyto sti¢et mozno dosiahnut pravidelnym striedanim ¢&isel 1
a 0 vo vrcholoch stran: za¢neme v Tubovolnom vrchole jednotkou a skon¢ime jednotkou
v susednom vrcholu z opa¢nej strany.|

N2. Kazdému vrcholu pravidelného n-uholnika priradime ¢islo —1. V jednom kroku je
dovolené zmenit dve susedné ¢isla na opacné. Zistite, pre aké hodnoty n je mozné



opakovanim krokov dosiahnut, aby boli vSetky ¢isla +1. [Pre parné n to je mozné, pre
neparne n to mozné nie je. Pri zmene dvoch ¢isel sa nezmeni zvysok suctu vsetkych ¢isel
po deleni Styrmi a rozdiel medzi sictom vsetkych Cisel v pozadovanej a v pociatocnej
pozicii je 2n.]

D1. Na kazdej stene kocky je napisané prave jedno celé Cislo. V jednom kroku zvolime
lubovolné dve susedné steny kocky a ¢isla na nich napisané zviac¢sime o 1. Uréte nutni
a postacujicu podmienku pre ocislovanie stien kocky na zaciatku, aby po kone¢nom
poc¢te vhodnych krokov mohli byt na vsetkych stenach kocky rovnaké ¢isla. [60—A—I-5]

D2. V kazdom vrchole pravidelného 2008-uholnika lezi jedna minca. Vyberieme dve mince
a premiestnime kazdd z nich do susedného vrcholu tak, Ze jedna sa posunie v smere
a druhé proti smeru chodu hodinovych ruci¢iek. Rozhodnite, ¢i je moZzné tymto spo-
sobom vsetky mince postupne presunif: a) na 8 képok po 251 minciach, b) na 251
kopok po 8 minciach. [58—A-I-5]

D3. V kazdom z vrcholov pravidelného n-uholnika Aj As ... Ay, lezi uréity pocet minci: vo
vrchole Ay, je to préave k minci, 1 £ k < n. Vyberieme dve mince a preloZime kazdu
z nich do susedného vrcholu tak, Ze jedna sa posunie v smere a druha proti smeru
chodu hodinovych ruci¢iek. Rozhodnite, pre ktoré n mozno po kone¢nom pocte takych
prelozeni dosiahnut, Zze pre Iubovolné k, 1 < k < n, bude vo vrchole Ay, lezat n 4+ 1 —
— k minci. [58-A-III-5]

2. Urcte vsetky dvojice (x,y) redlnych cisel, pre ktoré plati nerovnost

ened)z Gl

(Jaroslav Svréek)

RiesSenie. Zrejme x ani y nesmie byt nula, pretoZze sa nachadzaji v menovateli zlomkov
v zadanej nerovnici. V zadani nie je zmienka o znamienku ¢isel x a y, preto nesmieme
pri upravach zabudaf na to, Ze tieto ¢isla mézu byt aj zadporné.

Pokusime sa najskor zjednodusit vyrazy v zadani. Prendsobenim nerovnice klad-
nym ¢islom z2y? sa ekvivalentne zbavime menovatelov:

2
.’L’+y $2+y2 |~(132y2
zy zy )’

zy(z +y)? 2 (2 + %)%

1\

(z+y)

Teraz je vidno, e roznasobenim vyrazov v ziskanej nerovnici dostaneme ¢len 22232 na
oboch strandch — ten v prvom kroku zru$ime a nerovnicu dalej upravime na sucinovy
tvar:

a:3y+ 2$2y2 +a:y3 > .1134 _|_2$2y2 +y4’

2y +ay® 2zt + o,
02" — 2’y +y* —
022z —y) —y’(z—y),
0= (2* —9%)(z — ). (1)

Na pravej strane poslednej nerovnice mame su¢in dvoch dvojélenov, a kedze ho porov-
navame s nulou, staci skiimat znamienka jednotlivych zatvoriek.

Ak x 2 y, je aj 23 = y® a podobne pre x < y plati, ze 23 < y3 (je to dosledok toho,
ze funkcia tretej mocniny je na celom obore realnych ¢isel rasttica). Vyrazy v zatvorkach
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maju teda rovnaké znamienka pre Tubovolné hodnoty x a y, preto plati opa¢na nerovnost
(3 —y3)(z —y) = 0. Nerovnica (1) tak moze byt splnend iba v pripade, ked je jedna zo
zétvoriek nulova. Rovnice x = y a 2% = 33 st ekvivalentné, a preto nerovnost (1) plati
prave vtedy, ked = = y.

RieSenim su vSetky dvojice redlnych ¢isel (z,y), kde x = y # 0. Pri Gpravach sme
pouzili iba ekvivalentné upravy, preto nie je sktiska spravnosti nutna.

Pozndmka. S¢in na pravej strane (1) sme mohli upravit aj pomocou vzorca z3 — 33 =

= (z — y)(z? + 2y + y?) na stcin dvoch nezdpornych mnohoélenov:

(2 =)z —y) = (= —9)*(@® + 2y + 7).

Trojélen v druhej zatvorke ma totiz ako kvadraticka funkcia jednej neznamej (napr. x)
pre lubovolné y nekladny diskriminant D(y) = y? — 4y?> = —3y? < 0. Preto rovnost
2 + zy + y? = 0 nastane iba v pripade z = y = 0.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Uréte vsetky dvojice (z,y) kladnych redlnych éisel, ktoré vyhovuji nerovnici z/y +
+ y/x < 2. [Po odstraneni zlomkov upravime nerovnicu na (z — y)2 < 0, ktora plati
len pre z = y.]

N2. Urcte vsetky dvojice (z,y) redlnych ¢isel, ktoré vyhovuju nerovnici z/y + y/z < 2.
[RieSenim st vSetky dvojice (z,y) také, ze x = y # 0 alebo zy < 0.]

N3. Uréte vsetky dvojice (x,y) redlnych éisel, ktoré vyhovuji nerovnici x2 + 4y? < 4xy.
[Riesenim st vSetky dvojice (z,y) také, ze © = 2y.]

N4. Dokazte, Ze pre lubovolné realne ¢isla x, y plati nerovnost 24 +y* > z3y+axy3. [Uprava
na sudin.|

D1. Dokézte, ze pre lubovolné kladné ¢isla a, b plati nerovnost

e e e (3D

Zistite, kedy nastava rovnost. [49-A-II-3]

3. Nech D je lubovolny vnitorny bod strany AB trojuholnika ABC. Na polpriamkach
BC a AC zvolme postupne body E a F tak, aby platilo |BD| = |BE| a |AD| = |AF).
Dokazte, Ze body C, E, F a stred I kruznice vpisanej trojuholniku ABC' leZia na jednej
kruznici. (Jaroslav Svréek)

RiesSenie. Ak niektory z takto zostrojenych bodov E a F splynie s vrcholom C, je
tvrdenie tlohy trividlne. Dalej teda budeme mléky predpokladaft, Ze to tak nie je a Ze
pouzivané uhly maja zmysel.

C

Obr. 1



Najskor predpokladajme, ze body E a F' lezia postupne na useckdch BC a AC.
Kedze |BD| = |BE| a bod I lezi na osi uhla ABC), st trojuholniky DBI a EBI zhodné
podla vety sus. Podobne to plati aj pre trojuholniky DAI a FAI, a preto plati (obr. 1)

|LIDB| = |£IEB| a |{IFA|=|{IDA. (1)

Tvrdenie tlohy, ze body C, E, F a I lezia na jednej kruznici, je v takom pripade
ekvivalentné s tym, ze stcet velkosti uhlov CFI a CEI je 180°. S vyuzitim rovnosti (1)
dostavame

|LCFI|=180° — |{IFA| = 180° — |{IDA| = |{IDB| = |£IEB| = 180° — |{CEI,

teda stucet protilahlych uhlov v $tvoruholniku CFIFE je naozaj 180°.

Ak je jeden z bodov F, F' vnutornym a druhy vonkaj$im bodom stran BC a AC,
mozeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze bod E lezi na usecke BC' a bod F'
lezi na polpriamke opacnej k polpriamke C'A. Pre takt polohu bodov C, E, F' a I nam
stac¢i ukazat rovnost uhlov IFC a IEC. Znova vyuzijeme rovnosti (1) a dostaneme
podobne (obr. 2)

|KIFC| = |4IFA| = |£IDA| = 180° — |{IDB| = 180° — |LIEB| = |£IEC),

odkial vyplyva, ze uhly IFC a IEC st zhodné.

F
C

Obr. 2

Tretia moznost, Ze by oba body E aj F' lezali zvonka prislichajucich stran troj-
uholnika ABC, zrejme nemdze nastat. V tom pripade by totiz muselo pre jednotlivé
dlzky platit

|AB| = |AD| + |BD| = |BE| + |AF| 2 |BC| + |AC|,

¢o odporuje trojuholnikovej nerovnosti pre strany trojuholnika ABC.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Oznac¢me I stred kruznice vpisanej do trojuholnika ABC a K, L, M postupne jej
body dotyku so stranami BC, AC', AB. Dokazte, ze Stvoruholniky AMILO, BKIM
a CLIK st tetivové. [Stvoruholniky majt dva protilahlé uhly pravé.]

N2. Oznac¢me [ stred kruznice vpisanej do trojuholnika ABC a K, L, M postupne jej
body dotyku so stranami BC, AC, AB. Dokazte, ze stvoruholniky AMILO, BKIM
a CLIK st deltoidy. [Osi vnutornych uhlov trojuholnika A BC' delia kazdy stvoruholnik
na dva zhodné pravouhlé trojuholniky.]
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N3. Dané kruznice k al sa pretinaja v dvoch bodoch B a C. Priamka p sa dotyka kruznice k
v bode A. Priamky AB a AC pretinaja kruznicu ! postupne v bodoch D # B a E #
# C. Dokézte, ze priamky p a DE st rovnobezné. [Vyuzite usekovy uhol pri vrchole A
a obvodové uhly pri vrcholoch C a D nad tetivou BE. Je treba désledne rozobrat
vSetky rézne polohy bodov B, C, D a E na kruznici [.]

D1. Nech P je bod na strane BC' trojuholnika ABC'. Skonstruujme postupne tieto body:
Q na strane AB tak, aby |BQ| = |BP|, R na strane AC tak, aby |AR| = |AQ)|, P’ na
strane BC tak, aby |CP’| = |CR|, Q' na strane AB tak, aby |BQ’| = |BP’|, R’ na
strane AC tak, aby |AR'| = |AQ’|. Dokézte, ze |CP| = |CR’|, a to, Zze body P, Q, R,
P’, Q' a R’ lezia na jednej kruznici. [Z volby jednotlivych bodov vyplyvaja pre stred T
kruznice vpisanej rovnosti |[IP| = [IQ| = |IR| = |IP'| = |IQ’| = |IR’|, takze vsetky
uvedené body lezia na kruznici so stredom I. A kedze C1I je osou rovnoramenného
trojuholnika PIR’, je aj trojuholnik C PR’ rovnoramenny, takze |CP| = |CR'|.]

4. Dana napisala na papier trojcifernée cislo, ktoré po deleni siedmimi ddva zvysok 2.
Prehodenim prvych dvoch cifier vzniklo trojciferné cislo, ktoré po deleni siedmimi ddva
2vysok 3. Cislo, ktoré vznikne prehodenim poslednyjch dvoch cifier pévodného cisla, ddva
po deleni siedmimi zvysok 5. Aky zvysok po delent siedmimi bude mat ¢islo, ktoré vznikne
prehodenim prvej a poslednej cifry Daninho cisla? (Pavel Novotny)

Riesenie. Oznac¢me cifry Daninho cisla postupne a, b, ¢. Informéaciu o zvyskoch po
deleni siedmimi zo zadania moZeme prepisat na rovnice

100a + 10b + ¢ = 7z + 2, (1)
100b + 10a + ¢ = 7y + 3, (2)
100a + 10c + b = 7z + 5. (3)

Cifry a a b nesmu byt nulové, pretoze ako prvé, tak aj druhé ¢islo v zadani je trojciferné;
preto a,b € {1,2,...,9}, c€{0,1,2,... ,9} ax, y a z st celé ¢isla.

Teraz sa pokusime postupne zistit zvysok cifier a, b, ¢ po deleni siedmimi. To ndm
dé pre samotné cifry nanajvys dve moznosti. Ked sa pozrieme na koeficienty v rovniciach
(1) — (3), vidime, ze vhodnym od¢itanim sa dokadzeme zbavit dvoch cifier a aj ¢ naraz —
ked od desatnasobku rovnice (2) od¢itame rovnicu (3). Vysledok postupne upravime
tak, aby sme zistili zvysok cifry b po deleni siedmimi:

10(100b + 10a + ¢) — (100a + 10c 4+ b) = 10(7y + 3) — (72 + 5),

9990 = 70y — 7z + 25,
50 =70y — 72 —T7-142b4+7-3 44,
156 =3(70y — 72 —7-142b+7-3) 4+ 3 - 4,
b=3(70y —7z—7-142b+7-3) — 7-2b+ 12.
KedZe na pravej strane v poslednej rovnici st vSetky ¢leny okrem d¢isla 12 delitelné
siedmimi, dava b rovnaky zvySok po deleni siedmimi ako ¢islo 12, a jedina vyhovujace
cifra b je tak b = 5.

Od¢itanim rovnic (3) a (1) dostaneme rovnicu 9¢ — 9b = 7(z — z) + 3, odkial po

dosadeni b = 5 dostavame
9¢—9-5=T7(z—x)+ 3,
20=T(z—x —c)+48,
8c=4-Tz—x—c+6)+4-6,
c=4-Tz—2x—c+6)—T7c+7-3+3.
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Z delitelnosti jednotlivych ¢lenov siedmimi tak dostavame ¢ = 3.
Nakoniec dosadenim b = 5 a ¢ = 3 napriklad do prvej rovnice lahko dopocitame
hodnotu a:

100a + 10b + ¢ = Tx + 2,
100a + 53 = Tx + 2 (53=7-8-3, 98 =17-14),
20 =Tr+2-7-84+3—7-14a,
a=4(Tc —7-8—7-14a) +4-5 — Ta,

odkial vyplyva, Ze cifra a dava rovnaky zvysok po deleni siedmimi ako ¢islo 20 = 7-2+6,
a preto a = 6.

Dana teda napisala na papier ¢islo 653, takze ¢islo vzniknuté prehodenim prvej
a poslednej cifry je 356 = 7 - 50 + 6 a dava po deleni siedmimi zvysSok 6.

Iné rieSenie. Predoslé rieSenie mozeme zapisat prehladnejsie pomocou kongruencii.t

Hovorime, ze dve prirodzené ¢isla k£ a [ st kongruentné modulo m, ak davaja po deleni
¢islom m rovnaky zvysSok, t.j. ak je ¢islo k — [ delitelné ¢islom m. Uvedent kongruenciu
zapisujeme ako k =1 (mod m).

Teraz pri rovnakom oznaceni ako v prvom rieSeni mézeme rovnice (1) — (3) s vy-
uzitim vztahov 100x = 2z (mod 7) a 10x = 3z (mod 7) zapisat ako

(100a +10b+c=) 2a+3b+c=2 (mod 7), (4)
(1000 +10a +c=) 2b+3a+c=3 (mod 7), (5)
(100a +10c+b=) 2a+3c+b=5 (mod 7). (6)

S kongruenciami mozeme prevadzat podobné ekvivalentné upravy ako s obycaj-
nymi rovnicami — napriklad vynasobif kongruenciu celym ¢islom alebo oddéitat dve
kongruencie. Budeme postupovat podobne ako v predoslom rieSeni a pokusime sa ziskat
kongruenciu iba pre cifru b. Od trojndsobku kongruencie (5) od¢éitame kongruenciu (6)
a dostaneme

3(2b+3a+c)—(2a+3c+b)=3-3—5 (mod 7),

5b =4 (mod 7), (7)
150 =12 (mod 7),
b=5 (mod 7),

odkial mame b = 5, pretoze to je jedina cifra davajica zvysSok 5 po deleni siedmimi.
Kongruenciu (7) sme vynasobili tromi, aby sme na lavej strane dostali ¢islo, ktoré je
kongruentné s 1 modulo 7. D4 sa ukazaf, ze ak ¢isla k a m su nesudelitelné, existuje
vzdy nasobok disla k, ktory je kongruentny s 1 modulo m.

! Vyuzijeme pritom iba zakladné vlastnosti kongruencii, ktoré v texte spomenieme bez doékazu.
Dalsimi zdrojmi pre stadium tejto problematiky moézu byt napr. Alois Apfelbeck: Kongruence,
SMM &. 21, alebo dokumenty
thales.doa.fmph.uniba.sk/cincura/public/Element},20-teoria%20-cisel.pdf Ci
mks.mff.cuni.cz/library/KongruenceMS/KongruenceMs.pdf
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Od¢itanim kongruencii (6) a (4) dostaneme

(2a4+3c+b) — (2a+3b+c¢)=5—2 (mod 7),
2¢=342b (mod 7)

a po dosadeni b = 5 vyjde

2¢c=13=6 (mod 7),
8¢ =24 (mod 7),
c¢=3 (mod 7).

Jedina cifra davajuca zvysok 3 po deleni siedmimi je ¢ = 3, pricom sme prvia kongru-
enciu vynasobili ¢islom 4, aby sme dostali 2-4 =8 =1 (mod 7). Nakoniec dosadenim
b =5 a ¢ = 3 napriklad do $tvornasobku kongruencie (4) dostaneme

4(2a+3b+c¢)=4-2 (mod 7),
8a+12b+4c =1 (mod 7),
a+5b+4c=1 (mod 7),
a+25+12=1 (mod 7),
a=6 (mod 7).

rieSenim sustavy kongruencii sme dospeli k rovnakej trojici cifier a, b, ¢ ako v predoslom
rieSeni so sustavou rovnic.

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

Pri deleni éislom 99 je zvySok Tubovolného trojciferného éisla rovnaky ako zvysok éisla,
ktoré vznikne z pévodného éisla ¢itanim odzadu. Presvedcte sa! [(100a + 10b 4 10c) —
— (100c + 10b + a) = 99(a — ¢))]

Dokazte, ze Cisla aba a bab davaji rovnaky zvySok po deleni siedmimi. (Vyraz kim
oznacuje zapis trojciferného ¢isla s ciframi k, I, m v desiatkovej ststave.) [aba — bab =
= (101a + 10b) — (1016 + 10a) = 7 - 13(a — b)]

Isté stvorciferné prirodzené &islo je delitelné siedmimi. Ak zapiSeme jeho &islice v opad-
nom poradi, dostaneme vécsie Stvorciferné ¢islo, ktoré je tiez delitelné siedmimi. Navyse
po deleni ¢islom 37 davaju obe spomenuté Stvorciferné ¢isla rovnaky zvysok. Urcte
povodné Stvorciferné ¢islo. [58—A—-II-1]

Klarka mala na papieri napisané trojciferné ¢islo. Ked ho spravne vynasobila devia-
timi, dostala Stvorciferné cislo, ktoré zacinalo rovnakou d¢islicou ako pévodné cislo,
prostredné dve cislice sa rovnali a posledna ¢islica bola sti¢tom cislic p6vodného cisla.
Ktoré stvorciferné ¢islo mohla Klarka dostat? [57-C-I-6]

Janko mé tri karticky, na kazdej je ind nenulova cifra. Stucet vSetkych trojcifernych cisel,
ktoré mozno z tychto kartic¢iek zostavit, je ¢islo o 6 vicsie ako trojnasobok jedného
z nich. Aké cifry st na kartickdch? [61-C—II-2]

Najdite vSetky Stvormiestne ¢isla abed (v desiatkovej ststave), pre ktoré plati rovnost

abed + 1 = (@c+ 1)(bd + 1).

[49-A-TI1-6]



5. V rovine siu dan€ body A, T, U tak, Ze uhol ATU je tupy. Zostrojte trojuholnik ABC),
v ktorom T, U su postupne body dotyku strany BC s kruznicou trojuholniku vpisanou
a pripisanou. (Pripisanou kruinicou tu rozumieme kruznicu, ktora sa okrem strany BC
dotyka aj polpriamok opacnych k polpriamkam BA a CA.) (Sérka Gergelitsova)

RieSenie. Oznacme k,(S,;r,) kruznicu vpisani do hladaného trojuholnika ABC
a k,(Sp;rp) kruznicu pripisant k jeho strane BC. Stredy S, a S, lezia na osi uhla
BAC, ktorej priesecnik so stranou BC este ozna¢ime S. Priamky AB, AC a BC su
spolo¢nymi dotyénicami kruznic k, a kj, ktoré st teda rovnolahlé podla stredov A
a S (obr.3). Bod S je pritom stredom vnutornej rovnolahlosti, v ktorej si zodpovedaji

Obr. 3

aj body T' a U dotyku kruznic k, a k, s tseckou BC. Podla zadania je ale T #
# U (predpoklada sa totiz existencia uhla ATU), takze stred S vnitornej rovnolahlosti
kruznic k,, k, je tym bodom tsecky TU, ktory ju deli v pomere r, : r,, a ten je podla
vonkajsej rovnolahlosti rovny pomeru [AS,| : |AS,|. Plati teda

[ST| _ |AS,|
|SU| |ASp|

Oznac¢me teraz A’ kolmy priemet bodu A na priamku BC' a R, a R, kolmé priemety
stredov S, a Sp na priamku AA’. Kedze A, S,, S, S, je poradie bodov na jednej priamke,
maju ich kolmé priemety na priamky BC a AA’ poradie A’, T, S, U, respektive A, R,,
A', R, (obr.3).2 Z pravouholnikov S,R,A'T a S,R,A’U zrejme vyplyva

|A'T| |R,S,| |AS,|
(AU [RpSp| [AS|

Porovnanim odvodenych rovnosti dostaneme tmeru |ST| : |SU| = |A'T| : |A'U|. Podla
nej neznamy bod S deli zadani tsecku TU v pomere ur¢enom bodom A’, ktorého

2 Vsimnime si, ze z poradi bodov A’, T, U a kolmosti AA’ 1 TU vyplyva, ze uhol ATU je tupy (bez
tejto podmienky by tloha nemala rieSenie).



polohu na polpriamke UT zvonka tsecky UT pozname. A akonahle zostrojime bod S,
mozZeme zostrojit aj stred S, ktory lezi na priamke AS a na kolmici na priamku TU
vedenej bodom T'. Vrcholy B a C potom ziskame ako priese¢niky dotycnic z vrcholu A
ku kruznici k,(Sy; 7, = |S,T|) s priamkou TU.

Na zostrojenie bodu S vyuzijeme napr. nasledujici postup (obr.4): V polrovine

Obr. 4

TUA zvolme nejaky bod Y a k nemu vnutri tsecky A’Y zostrojme bod X tak, aby
usecky TX, UY boli rovnolahlé podla stredu A’. Oznaéme X’ bod stiimerne zdruZeny
s bodom X podla stredu T'. Priese¢nik priamok TU a X'Y je potom hladanym bodom S,
lebo je stredom rovnolahlosti useciek TX’' a UY, takZze podla oboch spomenutych
rovnolahlosti plati

ST |TX'| |TX| |A'T|

\sul  Juy| |UY| AUl

Vdaka podmienke tupého uhla ATU padne bod S, vyssie uvedenou konstrukciou
na priamku AS do polohy medzi bodmi A a S, teda celé tloha bude mat jediné riesenie
(ak neberieme do tivahy moznost vymenit oznacenie vrcholov B a C).

Iné riesSenie. PouzZijeme rovnaké oznacenie ako v predoslom rieSeni. V rovnolahlosti
so stredom v bode A a koeficientom r,/r, sa bod T € k, zobrazi na bod T’ €

Obr. 5

€ k, (obr.5). Z vlastnosti pouzitej rovnolahlosti vieme, Ze doty¢nica t ku kruznici k,
vedend bodom T” je rovnobezna s doty¢nicou ku kruznici k, vedenou bodom T, ¢o je
priamka BC. Priamka S,U je teda kolma nielen na priamku T'U, ale aj na doty¢nicu ¢,
takze tisecka T'U je priemerom kruznice k,. Odtial vyplyva nasledujica konstrukcia:
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1. Bod T’ je prieseénikom priamky AT a kolmice z bodu U na priamku UT.
KedZze uhol ATU je tupy, lezi bod T v opac¢nej polrovine uréenej priamkou TU
ako bod A.
2. Kruznica k), je kruznica s priemerom UT".
3. Body B a C' su priesecniky doty¢nic z bodu A ku kruznici &, s priamkou T'U.
Uloha ma4 jediné riesenie.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
Zopakujte si ucebnicové poznatky o rovnolahlosti dvoch kruznic a jej pouziti pri
konstrukcii spolo¢nych doty¢nic.

N1. Do pasu uréeného dvoma rovnobezkami p || ¢, p # ¢, vpiSme kruZnicu tak, Ze sa
dotyka oboch priamok. Dokazte, Ze polomer kruznice je polovicou vzdialenosti priamok
p a q. [Priemer kruznice, ktory je kolmy na priamku p, ma dizku rovni vzdialenosti
rovnobeziek p a q.]

N2. Dany je trojuholnik ABC. Dokéazte, ze bod A, stred kruznice trojuholniku ABC
vpisanej a stred kruznice pripisanej ku strane BC' lezia na jednej priamke. [T4 priamka
je osou uhla BAC']

N3. Na tsecke AB zostrojte bod X tak, aby platilo |AX | : |BX| = p, pri¢om p > 0 je dané
¢éislo. [Na kolmici na priamku AB bodom A zostrojte bod C tak, aby |AC| = p, a na
kolmici na priamku AB bodom B zostrojte bod D tak, aby |BD| = 1, priéom body
C a D lezia v opa¢nych polrovinach urcenych priamkou AB. Bod X je priese¢nik AB
aCD.\]

D1. Dany je lichobeznik ABCD, AB || CD. Dokézte, ze priese¢nik P jeho uhlopriec¢ok
AC a BD lezi na spojnici stredov strdn AB a CD. [Priese¢nik uhlopriecok je stred
rovnolahlosti oboch zdkladni, takze ich stredy si musia navzajom zodpovedat.]

D2. Oznac¢me r polomer kruznice vpisanej trojuholniku ABC. Jej dotycnice rovnobezné
so stranami daného trojuholnika z neho vytinaji tri mensie podobné trojuholniky,
polomery im vpisanych kruznic oznac¢ime rq, 7, a 7. Dokazte rovnost rq +715 +7c = 7.
[Tibor Fondéd, Milan Maxian: Geometrické perlicky, iloha 3.10. Pri vhodnom oznaceni
polomerov bude prislusny pomer podobnosti rq /7 = (vg — 27)/vq, priCom v, oznaluje
velkost vysky trojuholnika ABC na stranu a, a podobne pre strany b a c. Pozadovanii
rovnost potom dostaneme z nasledujucich rovnosti pre obsah S trojuholnika ABC"
2S=a-va=b-vp=c-ve=r(a+b+c)]

6. Ndjdite najmensie redlne c¢islo r také, Ze ty¢ s dlzkou 1 mozno rozldmat na $tyri
casti dizky nanajvys r tak, Ze sa zo Ziadnych troch tychto casti nedd zloZit trojuholnik.
(Jan Mazak)

RieSenie. Jedinym kritériom, ¢i dokazeme zostrojit trojuholnik so stranami danych
dlzok, je trojuholnikové nerovnost. Na zostrojenie trojuholnika staéi, aby najvdcsia
dizka bola mensia ako sucet zvysnych dvoch. Ak plati tato nerovnost, platia aj ostatné
trojuholnikové nerovnosti a trojuholnik sa da zostrojit. Ak to neplati, trojuholnik sa
zostrojit ned&, pretoZe neplati trojuholnikovd nerovnost. Trojuholnik sa nedd z troch
stran dangch dlZok zostrojit prave vtedy, ked najvicsia dizka je aspori takd ako sicet
zvy$nych dvoch.

Predpokladajme, Ze r je hladané najmensie ¢islo. To znamené, Ze vieme ty¢ rozlo-
mif na Styri casti dlzky nanajvys r tak, Ze zo ziadnych troch tychto ¢asti sa neda zlozit
trojuholnik. Najdlhsia z ¢asti musi mat dizku r, pretoze inak by r nebolo najmensie
¢islo s pozadovanou vlastnostou. Dizky ostatnjch ¢asti oznaéme z, v, 2 tak, ze ¢ <y <
S<zZ<rax+y+z+r =1, apredpokladajme stale, Ze zo Ziadnych troch takych ¢asti
sa neda zostrojit trojuholnik, ¢o teraz vyjadrime prislu$nymi nerovnostami.

7 trojice dlzok (z,y, z) nie je mozné zostrojit trojuholnik prave vtedy, ked = +y <
< z. KedZe z < r, vyplyva odtial aj prislusna nerovnost = + y < r pre trojicu (z,y, ),
takze ani z tychto troch dlzok nie je mozné zostrojif trojuholnik. Podobne pre trojicu
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dlzok (y, z,r) plati, Ze z nich nemozno zostrojit trojuholnik prave vtedy, ked y + z < r,
a kedze x < y, vyplyva odtial prislusna nerovnost x4z < r aj pre trojicu dizok (x, z,7).

Zo ziadnych troch casti teda nedokazeme zlozit trojuholnik préave vtedy, ked budu
okrem rovnosti * + y + 2z + r = 1 splnené aj obe podmienky

x4y z a y+z=T (1)
Ked do prvej nerovnosti z (1) dosadime x + y = 1 — z — r, dostaneme

1—z—r=< 2z,
1—r< 2z (2)

Kedze y 2 x, ma druha nerovnost z (1) nasledujtci dosledok:

ty+=z
_ytyte

zox+y+z 2z l1—r =z
2 2 o7

> > ad
rZ2y+z 2 9 5 5 +2.

V ziskanej nerovnosti eSte pomocou nerovnosti (2) odhadneme z, takze dostaneme

1—17r
2

1—r» 1-—7r 3
>
2 + 4 — 4

ﬁ
v
v

+

(1 - ’l“),

[\CR RN

z ktorej uz porovnanim pravej a lavej strany vyplyva pozadovany odhad hodnoty r:

3

dr 23(1—r) Ccize r = =2

Ostava ukéazaf, Ze existuje rozlamanie tyce dlzky 1 na $tyri ¢asti dlzky nanajvys

3/7 tak, ze zo ziadnych troch tychto ¢asti sa potom neda zlozit trojuholnik — vyhovuji
napriklad dlizky (1/7,1/7,2/7,3/7).

Iné riesenie. K hodnote r = 3/7 sa d& dojst aj intuitivhym pristupom, najméi pokial
sa najskor pokusime vyrieSit tlohu pre rozlamanie tyce na tri casti. Podobne ako
v predoslom rieSeni ozna¢me dlzky jednotlivich ¢asti ako 2 < y < 2z < r. Ulohu si
zjednodusime tak, Ze sa obmedzime na pripad y = z. Aby sa z dlzok (z,y, z) nedal
zostrojit trojuholnik, musi platit 2 = = + y = 2x; vezmime teda z = 2z. Napokon, aby
sa nedal zostrojit trojuholnik ani z dizok (y, z,7), staci, ked bude platit r = z +y =
= 2x +x = 3x. Odtial vychdadza c+y+z2z+r =z +x+2x +3x = 7Tx = 1, a teda
r=3x=23/T.

Naozaj, zo ziadnej trojice z dlzok (1/7,1/7,2/7,3/7) sa trojuholnik ned4 zostrojit.

Ostéava este ukazat, Ze tdto hodnota r je najmensia. Inymi slovami, ked rozldmeme
ty¢ dlzky 1 na Tubovolné $tyri ¢asti, pri¢om kazd4 z nich bude maft dizku mensiu ako 3/7,
tak sa z niektorych troch ¢asti trojuholnik zlozit da. Oznaéme dizky jednotlivych ¢asti
akoa S b < ¢ =< d< 3/7 pricom a + b+ ¢+ d = 1. Skimajme dve moznosti pre
hodnotu a.

Ak by platilo a < 1/7, dostali by sme z nerovnosti d < 3/7 a rovnosti 1 =
=a+b+c+d,ze1—1/7T—3/7<b+c. V tom pripade by ale bolo d < 3/7 < b+ c,
a preto by sa z dizok b < ¢ < d dal zostrojit trojuholnik. Ak by platilo 1/7 < a, bolo
by 1/7 < a < b. Keby za tychto podmienok ani jedna z trojic (a, b, ¢), (a, ¢, d) nespliala
trojuholnikové nerovnosti, muselo by platit 2/7 < a + b < ¢ a nasledne 3/7 = 1/7 +
+2/7T<a+c=d,cojev spores tym, ze d < 3/7.
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NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

Najdite najmensie realne &islo r také, ze ty¢ s dlzkou 1 sa da rozldmaf na tri casti
dizky nanajvys r tak, aby sa z nich nedal zlozit trojuholnik. [r = 1/2, najdlhsia cast
musi byt aspoti polovica celej dizky]

Dokazte, ze v Iubovolnom S$tvorstene existuje taky vrchol, Ze z hran, ktoré z neho
vychadzaju, sa da zostrojit trojuholnik. [Nech najdlhSia hrana v Stvorstene ABCD
je AB. Ak sa z hran pri vrchole A neda zostrojif trojuholnik, tak |AC| + |AD| <
< |AB|. Z trojuholnikovych nerovnosti |AC| + |BC| > |AB| a |AD| + |BD| > |AB]
dostaneme, Ze z hran vychadzajucich z vrcholu B sa trojuholnik zostrojit dé, pretoze
|BC| + |BD| > 2|AB| — |AC| — |AD| 2 |AB|.]

Na zabudnutej tabuli v Rastovej eSte zabudnutejSej tmavej komnate je nakreslenych
pit uz skoro zabudnutych tuseliek. Z kazdej trojice z tychto useciek vieme zlozit
trojuholnik. Dokézte, Ze vieme vybrat tri Gsecky tak, Ze trojuholnik, ktory z nich
vznikne, je ostrouhly. [KMS 2008/2009, 3. zimn4 séria, tloha 8]

Vyrieste zadant dlohu pre ldmanie ty¢e na pit (a pripadne viac) ¢asti. [ZovSeobecne-
nim Gvahy v druhom rieseni dostaneme pre pit éasti hodnotu r = 5/12 a ldmanie na
n Casti vedie na vzorec r = T E pri¢om F;, je n-té Fibonacciho éislo.]
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