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63. ro¢nik Matematickej olympiady
2013/2014 Riesenia tloh domaceho kola kategorie C

1. Uréte, aki najmensgiu hodnotu moze nadobiudat vijraz V = (a—b)?+(b—c)?+(c—a)?,
ak redlne ¢isla a, b, ¢ spliaji dvojicu podmienok

a+3b+c=06,
—a+b—c=2.
(Jaroslav Svréek)

Riesenie. Scitanim oboch rovnic zistime, ze b = 2. Dosadenim za b do niektorej z nich

vyjde ¢ = —a. Plati teda V = (a — 2)? + (2 + a)? + (—2a)%. Po umocneni a s¢itani

zistime, Ze V = 6a® + 8 = 8. Rovnost nastane prave vtedy, ked a =0, b =2 a c = 0.
Hladan& najmensia hodnota vyrazu V je teda rovna 8.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Uréte najmensiu hodnotu vyrazu V = 5 + (z — 2)?, = € R. Pre ktoré z ju vyraz
nadobuda?

N2. Uréte najmensiu moznt hodnotu vyrazu W = 9 — ab, kde a, b st redlne &isla spliajtce
podmienku a + b = 6. Pre ktoré hodnoty a, b je W minimalne? [W = (a — 3)? 2 0]

N3. Uréte najmensiu moznti hodnotu vyrazu Y = 12 —ab, kde a, b st realne &isla spliajtce
podmienku a + b = 6. Pre ktoré hodnoty a, b je Y minimalne? [Y =3 + W 2 3]

N4. Uréte najvicésiu moznd hodnotu vyrazu K = 5 + ab, kde a, b st redlne &isla spliajtce
podmienku a + b = 8. Pre ktoré hodnoty a, b je K maximalne? [K = 5+ 8a — a? =
=—(a—4)2+21<21,a=0b=4]

N5. Nech a, b, ¢, d st také realne &isla, ze a +d = b+ c. Dokazte nerovnost (a —b)(c—d) +
+(a—c)(b—d)+ (d—a)(b—c) 2 0. [C-54-1-1]

N6. Pre kladné redlne cisla a, b, ¢, d plati

at+b=c+d, ad=bc, ac+bd=1.
Akt najvacsiu hodnotu méze mat sacet a + b + ¢+ d? [C—62-1-2]

2. V rovine su dané body A, P, T neleZiace na jednej priamke. Zostrojte trojuholnik

ABC tak, aby P bola pita jeho viysky z vrcholu A a T bod dotyku strany AB s kruznicou

jemu vpisanou. Uvedte diskusiu o poéte rieseni vzhladom na polohu danigch bodov.
(Pavel Leischner)

Riesenie. Vrchol B je urcéeny polpriamkou AT a kolmicou p na vysku AP v bode P
(obr. 1), na ktorej lezi strana BC'. Pritom bod 7" musi byt vnutornym bodom tsecky AB.
Stred S kruznice vpisanej trojuholniku A BC' potom dostaneme ako priesecnik kolmice ¢




na priamku AT v bode T' s osou uhla ohraniceného priamkou p a polpriamkou BA. Jej
polomer bude mat velkost |ST|.

Ostéava zostrojit vrchol C' hladaného trojuholnika ABC. Ten bude lezaf jednak
na priamke p, jednak na druhej dotycnici vpisanej kruznice z vrcholu A, ktora je
stmerne zdruZené so stranou AB podla priamky AS. Staci teda zostrojit bod U dotyku
strany AC' s kruZnicou vpisanou ako obraz bodu T v uvedenej osovej stumernosti.

Odtial vyplyva konstrukcia:

l.p: Pepapl AP;

2. B: Be AT Np, bod B musi lezat na polpriamke AT za bodom T
3. q:Teqaql AT;

4. uy,uy: dve (navzajom kolmé) osi roznobeziek AB, p;

5. 81,823 S, € qMu, Sy € q M ug;

6. Uy, Us: obrazy bodu T v simernostiach podla priamok AS; a ASs;
7. Cq,Cy: priesecniky priamky p s polpriamkami AU; a AUs;

8. trojuholniky ABC, a ABCS.

Diskusia. Bod B konstruovany v 2. kroku existuje, len ak uhol PAT je ostry (inak ani
polpriamka AT nepretne priamku p) a zaroven bod T' lezi vnutri polroviny pA, ¢o je
ekvivalentné s tym, ze aj uhol APT je ostry. Body Si, Sy existuju vzdy a sa rozne,
lebo lezia v opacnych polrovinach urcenych priamkou AB. Kruznica vpisana lezi cela
v trojuholniku ABC, a teda i v pase ur¢enom priamkou p a priamkou s niou rovnobez-
nou, ktord prechadza vrcholom A, takze stred S vpisanej kruznice musi padntt do pasu
tvoreného priamkou p a priamkou p’ s fiou rovnobeznou, ktora rozpoluje vysku AP.
V takom pripade doty¢nica ku kruzmici (S;|ST|) (stmerne zdruzena s dotycnicou AB
podla priamky AS) uréite pretne priamku p v hfadanom vrchole C.

Diskusiu zhrnieme takto: Ak pre vnttorné uhly trojuholnika APT plati |[{PAT| =
= 90° alebo |LAPT| = 90°, nem4 uloha riesenie. Ak plati [{PAT| < 90° a zaroven
|LAPT| < 90°, je pocet rieseni 0 az 2 podla toho, kolko zo zostrojenych bodov Sy a So
lezi medzi rovnobezkami p a p'.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Zostrojte trojuholnik, ak si1t dané body dotyku jeho stran s kruznicou tomuto trojuhol-
niku vpisanou.

N2. V trojuholniku ABC ozna¢me postupne P, @, R pity vysok z vrcholov A, B, C. Dalej
postupne oznaé¢me T', U, V body dotyku kruZnice vpisanej so stranami BC, C A, AB.
Zostrojte trojuholnik ABC, ak je dané:

a) A, C,V,

b) A, U, R,

C) A7 P’ Q7

d) A, B, R.
[V a) i b) vieme zostrojit vpisant kruznicu; v c¢) zostrojime AB ako priemer kruznice
uréenej danymi bodmi. Uloha d) nema rieSenie, pokial R nelezi na priamke AB. Ak R
lez{ na priamke AB, mé Uloha nekonecne vela rieseni.]

3. Cislo n je sucinom troch réznych prvocisel. Ak zvicsime dve mensie z nich o 1
a najvdcsie ponechdame nezmenené, zvdcsi sa ich sucin o 915. Urcte cislo n.
(Pavel Novotny)

RieSenie. Nech n = pgr, p < ¢ < r. Rovnost (p + 1)(q+ 1)r = pgr + 915 ekvivalentne
upravime na tvar (p+q+1)-r = 915 = 3-5- 61, z ktorého vyplyva, zZe prvodcislo r
moze nadobudnit len niektort z hodndt 3, 5 a 61. Pre » = 3 ale z poslednej rovnice
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dostavame (p+q+1)-3 =3-5-61, ¢ize p+ g = 304. To je spor s tym, Ze r je najvicsie.
Analogicky zistime, Ze nemoze byt ani » = 5. Je teda r = 61 a p + ¢ = 14. Vysktsanim
vSetkych moznosti pre pa g vyjde p=3,¢q=11,r=61lan=3-11-61 =2013.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Urcte vsetky prvocisla p, g, pre ktoré plati p + g = 14.

.....

N2. Cislo n je st¢inom dvoch réznych prvoéisel. Ak zvicsime mensie z nich o 1 a druhé

N3. Cislo n je sti¢inom dvoch prvoéisel. Ak zvicsime jedno z nich o 1 a druhé o 1 zmensime,

N4. Cislo n je su¢inom dvoch prvoéisel. Ak zvicsime kazdé z nich o 1, ich stéin sa zvacsi
o 35. Uréte ¢islo n. [Vysledok: n € {93,145, 253,289} .]

4. Vo $tvorci ABCD oznacme K stred strany AB a L stred strany AD. Usecky KD
a LC sa pretinaji v bode M a rozdeluji $tvorec na dva trojuholniky a dva Stvoruholniky.
Vypocitajte ich obsahy, ak usecka LM md dizku 1 cm. (Leo Bocek)

RiesSenie. Plati |AK| = |DL| a |AD| = |DC| = 2|AK]| (obr.2), takze pravouhlé
trojuholniky AK D a DLC' st zhodné podla vety sus. Okrem toho st trojuholniky M LD
a AKD podobné podla vety wu, lebo |{LDM| = |{KDA| a |{DLM| = |{DLC| =
= |{AKD|. Analogicky sa da overit i podobnost trojuholnikov M DC a AKD. Z po-
dobnosti trojuholnikov AKD, MLD a MDC vyplyva, ze |MD| = 2I]ML| = 2cm
a |[MC|=2|MD|=4cm. Obsahy utvarov M LD, MDC a AKML su

1-2
2

2-4

= 1cm?, SMDC:T:élcm2

SmrLp =

Sakmr = Sakp —Smrp = Spre — Surp = Supc = 4cm®.
Nakoniec pomocou Pytagorovej vety dostavame Sapcp = |DC|? = |[DM|? + |CM|? =
= 20 cm?, takze

Sxsem = Sapep — (Svrp + Supc + Saxwr) = 11 cm?.

Zaver. Obsahy trojuholnikov M LD, M DC'" a stvoruholnikov AK ML, KBCM sua po-
stupne 1cm?, 4cm?, 4cm? a 11 cm?.
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NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dva zhodné pravouhlé trojuholniky ABC a DEB st umiestnené podla obr.3 a plati
|BD| = 10cm, |CD| = 20 cm.
a) Urcte dlzky stran trojuholnika ABC. [10, 30, 101/10]
b) Dokazte, ze trojuholniky DBF, ABC a BEF st navzidjom podobné.
c) Uréte dizky stran trojuholnikov DBF a BEF. [10, 31/10, v/10; 30, 94/10, 31/10]
d) Urcte obsahy trojuholnikov ABC, DBF a BEF. [150, 15, 135]
e) Urcte obsah stvoruholnika AFDC. [135]

N2. Dva zhodné pravouhlé trojuholniky ABC a DEB st umiestnené podla obr. 3. Troj-
uholnik BEF mé obsah 30 cm?. Uréte obsah $tvoruholnika AFDC. [30]

N3. Dokéazte vety:

a) Ak maju dva trojuholniky rovnakt vysku, potom pomer ich obsahov sa rovna
pomeru dlzok prislusnych zékladni.

b) Ak maja dva trojuholniky zhodné zdkladne, potom pomer ich obsahov sa rovné
pomeru prislusnych vysok.

N4. V rovnoramennom pravouhlom trojuholniku ABC' s preponou BC je |AB| = 12cm.
Ozna¢me K stred strany AB a L taky bod strany BC, pre ktory plati |CL|: |[LB| =
= 1 : 2. Uréte obsahy utvarov, ktoré vzniknt rozrezanim trojuholnika ABC pozdlz
use¢iek KC a AL. [Nakreslite si obrazok, oznaéte M prieseénik tsediek KC a AL,
dokreslite isecku BM a pomocou viet z predoslej ulohy vypocitajte najprv obsahy
vsetkych piatich trojuholnikov, ktoré maja spolo¢ny vrchol M.

N5. V danom rovnobezniku ABCD je bod E stred strany BC a bod F lezi vnutri
strany AB. Obsah trojuholnika AFD je 15cm? a obsah trojuholnika FBE je 14 cm?.
Uréte obsah stvoruholnika FECD. [C-57-S-2]

5. Dokdzte, Ze pre kazdé nepdrne prirodzené c¢islo n je sucet n* + 2n? + 2013 delitelny
¢islom 96. (Jaromir Sims3a)

Riesenie. Kedze 96 = 3 - 32 = 3 - 2%, budeme dokazovaf delitelnost suétu S = n* +
+2n2 4 2013 dvoma nesudelitelnymi ¢islami 3 a 32.

Delitelnost tromi: Pretoze ¢islo 2013 je delitelné tromi, sta¢i dokazat delitelnost
tromi zmenseného suctu

S —2013 = n* + 2n? = n*(n? + 2).

V pripade 3 | n je vSetko jasné, v opac¢nom pripade je n = 3k+1 pre vhodné celé k,
takze plati 3 | n? + 2, lebo n? + 2 = 3(3k? + 2k + 1).

Delitelnost ¢islom 32: Kedze 2016 = 32 - 63, staci dokdzat delitelnost ¢islom 32
zmenseného suctu

S —2016 =n*+2n* -3 =(n*+1)* - 2% = (n* +3)(n* - 1).
Predpokladame, ze n je neparne, teda n = 2k + 1 pre vhodné celé k, preto plati
n?+3=02k+1)2?+3=4Kk*+k+1) a n*—1=02k+1)*—1=4k(k+1).

Odtial vyplyva, Ze 32 | (n? + 3)(n? — 1), lebo ¢islo k(k + 1) je parne.

Pozndmka. Delitelnost ¢islom 32 sa dé dokazovat i bez vykonaného algebraického
rozkladu trojélena n* 4+ 2n? — 3, z ktorého po dosadeni n = 2k + 1 roznisobenim
dostaneme

n* 4+ 2n? — 3 = 16k* + 32k + 32k + 16k = 16k(k> + 2k* + 2k + 1).

Pre parne k je delitelnost takto upraveného vyrazu ¢islom 32 zrejmé. Pre nepéarne
k je zase parny sucet k3 + 1, takze je parny i druhy éinitel k3 + 2k2 + 2k + 1.
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NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dokézte, ze pre kazdé prirodzené n je &islo n® + 2n delitelné tromi.
N2. Dokézte, ze pre kazdé neparne ¢islo n je &islo n? — 1 delitelné désmimi.
N3. Dokazte, ze pre vietky celé kladné &isla n je rozdiel n® — n? delitelny Sestdesiatimi.
N4. Uréte vietky kladné celé ¢&isla m, pre ktoré je rozdiel m® — m? delitelny ¢&islom 120.
[C—55-1-1]
N5. Uréte vietky celé ¢isla n, pre ktoré je 2n3 — 3n? + n + 3 prvoéislo. [C-62-1-5]

6. Sachového turnaja sa zicastnilo 8 hrdacov a kazdy s kazdym odohral jednu partiu. Za
vitazstvo ziskal hrdc¢ 1 bod, za remizu pol bodu, za prehru Ziadny bod. Na konci turnaja
mali vsetci ucastnici rozne pocty bodov. Hrac, ktory skondcil na 2. mieste, ziskal rovnaksy
pocet bodov ako posledni Styria dokopy. Urcte vysledok partie medzi 4. a 6. hracom
v celkovom porady. (Vojtech Balint)

Riesenie. Posledni styria hraci odohrali medzi sebou 6 partii, takze pocet bodov, ktoré
dokopy ziskali, je aspon 6. Hrac, ktory skoncil na 2. mieste, teda ziskal aspon 6 bodov.
Keby ziskal viac ako 6, teda asponi 6,5 bodov, musel by najlepsi hra¢ (vdaka podmienke
roznych poctov) ziskat vSetkych 7 moznych bodov; porazil by tak i hraca na 2. mieste,
ktory by v dosledku toho ziskal menej ako 6,5 bodov, a to je spor. Hrac¢ v poradi druhy
preto ziskal prave 6 bodov. Presne tolko ale ziskali dokopy i posledni $tyria, a tak
mohli tieto body ziskaf len zo vzajomnych partii, ¢o znamen4, Ze prehrali vSetky partie
s hra¢mi z prvej polovice vysledného poradia. Hrac¢, ktory skoncil na 6. mieste, preto
prehral partiu s hracom, ktory skoncil na 4. mieste.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Sachového turnaja, v ktorom kazdy s kazdym odohral jednu partiu, sa zaéastnilo
n hracov. Kolko partii bolo odohratych? Kolko bodov ziskali vsetci dokopy, ak za
vitazstvo ziskal hra¢ 1 bod, za remizu pol bodu a za prehru ziadny bod? [2n(n — 1)]

N2. Sachového turnaja sa podla pravidiel z predoslej tilohy zGcastnili 4 hraci. Vitaz turnaja
ziskal rovnaky pocet bodov ako zvysni traja hraci dokopy.

a) Aky najvicsi a aky najmensi po¢et bodov mohol mat? [Ziskal prave 3 body.]
b) Kolko partii mohlo skonéit remizou, ak na konci turnaja mali vSetci tcastnici
rozne pocty bodov? [Bud 0, alebo 1, alebo 2.]

N3. Hokejového turnaja sa zucastnili styri druzstva, pricom kazdé odohralo s kazdym prave
jedno stretnutie. Pocet gélov vstrelenych v kazdom stretnuti deli celkovy pocet gdlov
vstrelenych v turnaji, pritom v ziadnych dvoch stretnutiach ich nepadol rovnaky pocet.
Kolko najmenej mohlo v turnaji padntat gélov? [C-55-S—1]

N4. Tomas, Jakub, Martin a Peter organizovali na namesti zbierku pre dobrocinné tucely.
Za chvilu sa pri nich postupne zastavilo pét okoloiducich. Prvy dal Toméasovi do jeho
pokladnicky 3 Sk, Jakubovi 2 Sk, Martinovi 1 Sk a Petrovi ni¢. Druhy dal jednému
z chlapcov 8 Sk a ostatnym trom nedal ni¢. Treti dal dvom chlapcom po 2 Sk a dvom
ni¢. Stvrty dal dvom chlapcom po 4 Sk a dvom ni¢. Piaty dal dvom chlapcom po 8 Sk
a dvom ni¢. Potom chlapci zistili, ze kazdy z nich vyzbieral inu ¢iastku, pricom tieto
tvoria Styri po sebe idace prirodzené ¢isla. Ktory z chlapcov vyzbieral najmenej a ktory
najviac kortin? [C—58-1-1]
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