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63. ro¢nik Matematickej olympiady
2013/2014 Riesenia tloh krajského kola kategorie B

1. V obore redlnych cisel vyrieste sustavu rovnic

2? +6(y + 2) = 85,
y? +6(z + ) = 85,
22 +6(x +y) = 85.

(Pavel Novotny)

Riesenie. Odcitanim druhej rovnice od prvej a tretej od druhej dostaneme dve rovnice

(x—y)(x+y—6)=0,
(y—2)(y+2-6)=0,

ktoré spolu s Tubovolnou z troch danych rovnic tvoria sustavu s danou ststavou ekvi-
valentni. Pre splnenie ziskanych dvoch rovnic pritom mame Styri moznosti:

Ak z = y = z, vyjde dosadenim do ktorejkolvek zo zadanjch rovnic y? + 12y —
— 85 =0 a odtial y = 5 alebo y = —17.

Ak x =y, z = 6 — y, dostaneme z prvej zadanej rovnice y> + 36 = 85, ateday =7
alebo y = —7.

Ak z = 6 — y, 2 = y, dostaneme z poslednej zadanej rovnice opit y? + 36 = 85,
a teda y =7 alebo y = —7.

Ak z = 2z = 6 — y, dostaneme z druhej zadanej rovnice y* + 6(12 — 2y) = 85 cize
y?> — 12y — 13 = 0 a odtial y = —1 alebo y = 13.

Odpoved. Sustava rovnic mé osem rieSeni, a to (5,5,5), (—17,—17,—17), (7,7,—1),
(=7,-7,13), (-1,7,7), (13,-7,-7), (7,—1,7), (—=7,13,-7).

Za uplné rieSenie dajte 6 bodov. Za uhadnutie rieSenia z = y = z € {5, —17} dajte 2 body, alebo len
1 bod, ked riesitel najde iba jedno z tychto rieSeni. Rozobranie ostatnych dvoch moZnosti odmente
dokopy 2 bodmi (je to rovnakd kvadratickd rovnica) a posledntt moznost z = z = 6 — y ohodnotte
tiez dvoma bodmi. Ak student rozoberie vSetky Styri pripady, ale zabudne na rieSenia, ktoré vzniknu
zamenou poradia, dajte iba 5 bodov.

2. Janko napisal na tabulu niekolko roznych prvocisel (aspon tri). Ked scital lubovolné
dve z nich a tento sucet zmensil o 7, bolo viysledné c¢islo medzi napisanymi. Ktoré cisla
mohli na tabuli byt? (Tomas Jurik)

Riesenie. Ozna¢me prvocisla napisané na tabuli ako p1 < ps < --- < pg. Z tychto cisel
je vdaka predpokladu k& = 3 mozné vytvorit k roznych cisel

PL+p—T<pi4+ps—T<--<p1+pp—7<prp—1+px—7, (1)

ktoré vSetky musia byt medzi ¢islami napisanymi na tabuli. Preto sa postupne rovnaju
prvocislam p; < py < --- < pg. Presnejsie, najmensie z nich sa rovna pq, t.j. p1 +
+ ps — 7 = p1, a teda po = 7. Nésledne pre druhé najmensie ¢islo v nerovniciach (1)
plati p1 + p3s — 7 = ps = 7, a teda p; + p3s = 14. Pre prvocislo p; < po = 7 mame iba
tri moznosti p; € {2,3,5}, ktorym zodpovedaji hodnoty ps = 14 — p; € {12,11,9},
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z ktorych iba ps = 11 je prvocislo, takze p; = 3. Predpokladajme, Ze na tabuli je
napisané este dalsie prvocislo py. Potom tretie najmensie ¢islo v nerovniciach (1) musi
byt 11 = p3 = p1 + ps — 7, z ¢oho vzhladom na rovnost p; = 3 vyplyva ps = 15, ¢o
prvocislo nie je.

Odpoved. Na tabuli mohli byt iba tri prvodcisla 3, 7 a 11.

Dodajme, ze zaver k = 3 sa da inak zdovodnif poznamkou, Ze rovnaka k-ticu
prvocisel v skupine (1) musime dostat aj vtedy, ked zamenime posledné z ¢isel za py +
+ pr — 7; musi teda platit pp_1 = po Cize k = 3.

Iné riesenie. Oznacme prvocisla napisané na tabuli ako p; < ps < -+ < pg. Ak si
Janko vyberie dve najmensie a dve najvicsie prvocisla, ich sicet zmenseny o 7 je na
tabuli, a preto p1 +p2—7 = p1 apr +pr—1—7 < pi, z Coho vyplyva 7 < po < pp_1 S 7.
Aby sme nedostali spor, musi byt & < 3. Podla zadania st na tabuli aspoti tri prvocisla,
teda na tabuli st presne tri prvocisla p; < ps < ps. Kedze p1 + p2 < p1 + p3 < p2 + ps,
musi platit

p1+p2—7=p1, p1+p3 — 7 =pa2, p2 +p3 — 7 =p3.

Z prvej (a poslednej) rovnice vychddza ps = 7 a z prostrednej p; + ps = 14, pri¢om
p1 < 7 = po. VysktSanim vSetkych moznosti p; € {2,3,5} dostaneme jediné rieSenie
p1 =3 aps =11

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, len za vyrieSenie situacie s tromi prvoéislami dajte 3 body. Dalsie 3
body dajte, ak student preukéZe, Ze na tabuli mohli byt nanajvys 3 prvocisla. Za uhadnutie riesenia
{3,7,11} dajte 2 body.

3. Nad stranami BC' a AB ostrouhlého trojuholnika ABC' st zvonka zostrojené polkruz-
nice k al. Oznacéme postupne D a E priesecniky vysok z vrcholov A a C' s polkruznicami
k al (vyskami rozumieme priamky). Dokazte, Ze plati |BE| = |BD).

(Veronika Hucikova)

Riesenie. Ozna¢me pity vysok z vrcholov A a C' na strany daného trojuholnika
postupne K a L (obr.1). Z Euklidovej vety o odvesne v pravouhlom trojuholniku
BCD vieme, %e |BD|? = |BK|-|BC|. Podobne pre pravouhly trojuholnik ABE mame
|BE|* = |BL| - |BA|. Trojuholniky ACK a AC'L st pravouhlé s preponou AC, a preto
body K a L lezia na kruznici s priemerom AC. Mocnost bodu B k tejto kruznici je
|BK| - |BC| = |BL|-|BA|, a tak spojenim s ddsledkami Euklidovych viet dostavame
|BD|?> = |BK| - |BC| = |BL|-|BA| = |BE|?, a teda |BE| = |BD|.
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Obr. 1

Iné riesenie. Pri oznaceni piat vySok ako v prvom rieseni (obr. 1) z Pytagorovych viet
v trojuholnikoch BAK, BDK, CAK a C DK dostaneme

|BD|* — |BAJ*

(IDK|* +|BE[*) — (JAK|* + |BK]*) = |DK|* — |AK[* =
(IDK|* +|CK[*) - (|JAK[* + |CK[*) = |CDJ* — |CAF.

Navyse z pravouhlého trojuholnika BC'D vieme, Ze |C' D|?> = |BC|* —|BD|?. Dosadenim
do predchadzajicej rovnosti po iprave dostaneme

|BD|? = |BA|* + |CDJ> — |CAJ® = |BA]® + (|[BC|> — |[BD|*) — |CAJ?,
2|BD|? = |BA|* + |BC|? — |CA|?,
BA|2 + |BC|2 — |C A2
|BD|:\/| 12 + | 20| C |.

Velkost |BE| dostaneme zo symetrie zamenou bodov C <+ A a D < E, takze

BC|? + |BA|]? — |AC?
i) =[BT AT TACE _

2

Iné riesenie. Oznaéme H priese¢nik vysok trojuholnika ABC. Oto¢me trojuholnik
BC'D v priestore okolo priamky BC do polohy BC D’ tak, aby rovina BH D’ bola kolmé
na rovinu ABC, teda tak, aby kolmy priemet priamky BD’ do roviny ABC splyval
s vyskou z vrcholu B v trojuholniku ABC' (obr.2). Kedze DA je vyskou trojuholnika
ABC, je rovina AHD' kolméa na rovinu ABC, takze priamka H D’ (priese¢nica rovin
BHD' a AHD') je kolma na rovinu ABC.
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Obr. 2

Priamka BD’ je kolm4 na priamku AC aj na priamku C'D’ (uhol BD'C sa zhoduje
s pravym uhlom BDC' nad priemerom BC') — je teda kolmé na rovinu AC'D’. Potom
je vSak pravy aj uhol AD’'B. Bod D’ lezi v rovine CHD' kolmej na rovinu ABC,
pricom priamka CH = CFE je vyskou trojuholnika ABC'. Presne tieto vlastnosti ma
aj bod E’ trojuholnika BAE’, ktory vznikne otocenim pravouhlého trojuholnika BAFE
okolo priamky BA tak, aby rovina BHE’ bola kolmé na rovinu ABC. Body D’ a E’
teda splyvaju, a preto |[BD| = |BD'| = |BE’| = |BE|.

Iné riesenie. Ozna¢me H priesecnik vysok trojuholnika ABC a K, M a L pity vysok
postupne z vrcholov A, B a C'. Rovnako ako v druhom rieseni opakovanym vyuzitim
Pytagorovej vety dostavame

[BD|* — |BE[* =
|BD|* — |BH|?) + (|BH|* — | BE|*)
)

(IKD]* +|BE|*) - (|IBK|* + |[HK|*) + ((|HL|* + |BL|*) - (|BL|* + |LE|*)) =
|

(IKDP +|CK*) = (ICK” + [HK|*)) + ((|HL[* + |AL]*) = (JAL|* + |[LE[*)) =
|ICD> — |CH?) + (|AH|? - |AE[?) =

= |CD|*+ |AH|? — |CH|? — |AE? =

= |CDP + (JAM* + [MH?) - (IMH|* + |CM|*) — |AE|* =

= |CD]? + |AM|> — |CM|* — |AE|* =

= |CD* + (|AB” — |[BMJ?) — (|BC|> — |BM|?) — |AE|* =

= (IBC* = |BDJ?) + |AB|* — |BC|* — (|AB|* - |BE|?) =

= —|BD|? + |BEJ?,

(
(
(IKD|* — |[HK|*) + (|HL|* - |LE|*
(
(

z toho vyplyva 2|BD|? = 2|BE|?, a teda |BE| = |BD|.

Za iplné riesenie dajte 6 bodov. Ak student postupuje podla prvého riesenia, tak za vyuzitie Euklidove;j
vety o odvesne dajte 3 body a za vyuzitie mocnosti bodu ku kruznici nad priemerom BC tiez 3 body.



4. V kazdom policku tabulky 8 x 8 je napisané jedno mezdporné celé cislo tak, Ze kazdé
dve ¢isla, ktoré su na polickach simerne zdruZenych podla jednej ¢i druhej uhlopriecky,
st rovnakée. Sucet vsetkych 64 cisel je 1000, sucet 16 cisel na uhloprieckach je 200.
Dokdzte, Ze sucet c¢isel v kazdom riadku aj stlpci tabulky je nanajvys 300. Plati rovnaksy
zaver aj pre cislo 2997 (Jaromir Sims3a)

RieSenie. Riadky a stipce uvaZovanej tabulky oéislujme zhora nadol, resp. zlava
doprava cislami 1,2,... ,8.

Najskor ukazeme, Ze stcet ¢isel v kazdom riadku a stipci je nanajvys 300. Uve-
domme si, Ze zloZzenim oboch stimernosti podla uhlopriec¢ok vznikne stredové stimernost
podla stredu danej tabulky. To teda znamena, ze pre kazdé i € {1,2, 3,4} bud riadky i,
9—1i a stlpca i, 9—1i obsahovat §tyri zhodné osmice &isel. Stcet dvoch diagonélnych ¢isel
z tejto osmice je nanajvys 200 : 2 = 100, pretoze kazdé z tychto cisel je v sucte vsetkych
16 (nezapornych) ¢isel na oboch uhloprieckach zapocitané dvakrat. Stucet Siestich ¢isel
z uvazovanej osmice, ktoré nelezia na ziadnej z uhlopriecok, je nanajvys 800 : 4 = 200,
pretoze v suc¢te 1000 — 200 = 800 vsSetkych 48 nediagonalnych (nezapornych) ¢isel je
kazdé cislo zapocitané styrikrat. Preto stcet vsetkych 6smich ¢isel v ziadnom riadku
ani stipci neprevysuje 100 + 200 = 300.

Ostava néjst priklad tabulky, pre ktort zaver s ¢islom 299 neplati. Ak zapiSeme
¢islo 50 do styroch rohovych policok, ¢islo 100 do 6smich policok krajnych riadkov
a stipcov, ktoré susedia s rohovymi poli¢kami, a nuly do ostatnych policok, dostaneme
vyhovujiicu tabulku, ktora mé v krajngch riadkoch a stipcoch stdet 300, teda viac
ako posudzovanych 299. (Iny z mnohych kontraprikladov je opisany v zévere druhého
rieSenia.)

Iné riesenie. Oznacme niektoré ¢isla v tabulke podla schémy vlavo. Tymito ¢islami uz
vieme vdaka symetrii podla uhloprie¢ok vyplnit celi tabulku (schému vpravo):

ay | by |ba|b3|cs|ca|cr|dy ay | by |ba|b3|c3|ca|cy|dy
az | by | bs | cs | cq|do by |az |by|bs|cs5|ca|da|cy
as | bg | ce | d3 by [ by |az|be|ce|ds|ca|ca

ay | dy b3 | b5 | bs |as|ds|ce|cs5|cs

C3 | Cs | Cg d4 Q4 b6 b5 b3
Co | C4 dg Cg b6 as b4 bz
C1 d2 Cyq4 | Cy b5 b4 a9 bl
d1 Ci1 |C2|C3 b3 bg bl aq

Oznac¢me sucty ¢isel v tychto skupindch zodpovedajicim velkym pismenom, t.j. A =
=a1+ - -4+ag, B=bi+---4+bs,C=c1+---+cg, D=dy+ -+ dy. Zo zadania
tak mame 2(A + D) =200 a 2(A+ D) + 4(B + C) = 1000, z ¢oho tpravou dostaneme
A+ D =100 a B+ C = 200.

Vzhladom na symetriu ¢isel v tabulke teraz staci ukazat, ze tvrdenie plati pre kazdy
z prvych styroch riadkov. Vsetky cisla st nezaporné a v jednom riadku sa nevyskytuju
dve rovnako oznacené cisla, preto ich sucet je nanajvys

a1 +---+ag+by+---+bg+c1+---+cg+di+---+dy=A+B+C+ D =300.
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Vyhovujicu tabulku, pre ktori zaver s ¢islom 299 neplati, dostaneme napriklad
pre hodnoty a; = 100, b; = 200 a ostatné ¢isla nulové.

Za plné riesenie dajte 6 bodov. Najdenie kontraprikladu pre ¢islo 299 odmente 2 bodmi.

Ak student postupuje podla prvého riesenia, dajte 2 body za ohranic¢enie si¢tu dvoch diagondl-
nych &isel v jednom riadku alebo stipci ¢islom 100. Zdévodnenie, ze kazdé z nediagonalnych ¢isel sa
v tabulke vyskytuje prave Styrikrat a ze ich sicet v jednej osmici je nanajvys 200, ohodnotte dalsimi
2 bodmi.

Ak postupuje student podla druhého riesenia, dajte 1 bod za rozdelenie ¢isel podla simernosti na
oblasti A, B, C a D a za vypocet A+ D =100 a B + C = 200 dajte dalsi bod. Zostavajice dva body
dajte za podrobné zdévodnenie, preco nie je mozné, aby sa v jednom riadku alebo stipci vyskytovali
dve cisla z jednej oblasti B, resp. C.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.
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