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63. ro¢nik Matematickej olympiady
2013/2014 Riesenia tloh krajského kola kategorie C

1. Ndjdite vsetky trojice (nie nutne réznych) cifier a, b, c také, Ze pditciferné cisla 6abc3
a 3abcb s v pomere 63 : 36. (Jaromir Sims3a)

RiesSenie. Zostavime a vyrieSime rovnicu pre nezname cifry a, b, ¢, ktort vdaka tvaru
zadanych ¢isel mozeme zapisat rovno pre jedini neznadmu x = 100a + 100 + c¢:

60000+ 10z +3 63 7

30000+ 102 +6 36 4
40z + 240012 = 70z + 210 042,

30z = 29970,
x = 999.

Zdver. Najdenému x zodpoveda trojica cifier ¢ = b = ¢ = 9. Uloha mé jediné rieSenie.

Za uplné rieSenie dajte 6 bodov, z toho 3 body za zostavenie spravnej rovnice a 3 body za jej vyrieSenie
a zéver. Len za uhadnutie vysledku (bez vysvetlenia, ze je jediny mozny) dajte 1 bod.

2. Sachového turnaja sa zucastnilo 5 hrdcov a kazdy s kazdym odohral jednu partiv. Za
prvenstvo ziskal hrac¢ 1 bod, za remizu pol bodu, za prehru Ziadny bod. Poradie hrdcov na
turnaji sa urcuje podla poctu ziskanijch bodov. Jedingm dalsim kritériom rozhodugjucim
o konecnom umiestneni hracov v pripade rovnosti bodov je pocet vyhier (kto md viac
vyhier, je na tom v umiestnent lepSie). Na turnaji ziskali vSetci hraci rovnaky pocet
bodov. Vojto porazil Petra a o prvé miesto sa delil s Tomdsom. Ako dopadla partia
medzi Petrom a Martinom? (Martin Panak)

Riesenie. Kazdy hra¢ odohral po jednej partii so zvysnymi Styrmi. Bolo teda odo-
hranych celkom % -5 -4 = 10 partii, takze kazdy hrac¢ ziskal prave 2 body. St len tri
moznosti, ako ziskat odohranim Styroch partii 2 body, a podla toho obsahovala celkovéa
tabulka nanajvys tri rovnocenné skupiny hracov. Tieto skupiny, A, B a C, uvadzame
v poradi, v ktorom by sa v konec¢nej tabulke umiestnili:

Skupina A obsahuje vsSetkych hracov, ktori maji po dvoch vyhrach a dvoch
prehrach. Skupina B pozostava z hracov s jednou vyhrou, jednou prehrou a dvoma
remizami. Skupina C' obsahuje hracov so Styrmi remizami.

Vojto a Tomas su jedini vitazi, preto nepatria do skupiny C. Nepatria ani do
skupiny B, pretoze v opa¢nom pripade by s nimi museli vSetci traja hraci zo skupiny C'
s horsim vysledkom remizovat (a kazdy hra¢ skupiny B ma len dve remizy).

7 toho vyplyva, ze Vojto a Tomas maju po dvoch vyhrach a dvoch prehrach
a skupina C' je prazdna. Zvysni traja hraci tak maja po jednej vyhre, jednej prehre
a dvoch remizach, ktoré museli uhrat navzajom medzi sebou.

Zaver. Peter a Martin spolu remizovali.

Iné rieSenie. Vyuzijeme (nadbytoény) udaj, ze Vojto porazil Petra: Keby mali Vojto
a Tomas po jednej vyhre, jednej prehre a dvoch remizach, musel by aj Peter patrit
medzi vitazov turnaja. Jediny v poradi nizs§i celkovy vysledok st totiz Styri remizy,
Peter vSak jednu partiu prehral, a tak musel aj jednu vyhrat. Vojto a Tom&s maju
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preto po dvoch vyhrach a dvoch prehrach. Ak Peter prehral s Vojtom, musel porazit
Toméasa. (Nemohol mat dve prehry, kedze bol v poradi nizsie ako Tom4s a Vojto. Ani
nemohol s Tomasom, ktory Ziadnu remizu nem4, remizovat.) Potrebny druhy bod ziskal
dvoma remizami — s Martinom a nepomenovanym piatym hracom.

Zaver. Peter a Martin spolu remizovali.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov.

3. Pre kladné redlne &isla a, b, ¢ plati ¢ + ab = a® + b%. Dokdzte, Ze potom plati aj
c? +ab < ac+ be. (Michal Rolinek)

RieSenie. Vzhladom na podmienku ¢ + ab = a® + b? stadi dokézat nerovnost a? +
+ b2 < ac+ be. T4 je ekvivalentna so vzfahom (a? + b%)? < c?(a + b)?, ktory vzhladom
na dant podmienku prepiSeme na tvar

(a® + %)% < (a® + b* — ab)(a + b)%. (1)
Po roznasobeni a zltceni rovnakych ¢lenov zistime, ze mame dokazat nerovnost
0 < a®b+ ab® — 2a%b* = ab(a — b)?,

ktora pre kladné ¢isla a, b zrejme plati. Vzhladom na to, Ze vSetky tpravy boli ekviva-
lentné, moézeme cely postup obratit. Nerovnost je tak dokdzana.

Iné rieSenie. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, 7e 0 < b < a (dané vztahy sa
vymenou ¢&sel a a b nemenia). Nerovnost ¢? +ab < ac+ be je ekvivalentna s nerovnostou
(a —¢)(c—b) 2 0, takze stac¢i dokazat, ze b < ¢ < a. Plati

A =0*+a*—ab="0b*+ala—b) 2 V?,
teda b < c. Analogicky zistime, Ze

A=a®>+b—ab=a*+bb—a)<d?
a odtial ¢ < a. Tym je dokaz prevedeny.

Za tplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za prevedenie pévodnej nerovnosti na sacinovy tvar,
alebo 4 body za tpravu na tvar (1).

4. Dany je konvexny stvoruholnik ABCD s bodom E wvnutri strany AB tak, Ze plati
|{ADE| = |{DEC| = |{ECB|. Obsahy trojuholnikov AED a CEB su postupne
18cm? a 8cm?. Uréte obsah trojuholnika ECD. (Jan Mazak)

Riesenie. Hladany obsah trojuholnika ECD ozna¢me S. Uhol DEC je striedavy
s uhlami ADE a ECB, odtial AD || EC a ED || BC (obr.1). Trojuholniky EDA
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Obr. 1

a FDC maju spolo¢nu stranu £ D, pomer ich obsahov je teda rovny pomeru prislicha-
jucich vysok. Ak navyse postupne oznac¢ime P, ) a R kolmé priemety vrcholov A, B
a C na priamku DFE a oznacime v = |AP|, w = |BQ| = |CR|, dostaneme z podobnych
pravouhlych trojuholnikov AEP a BE(Q) timeru

18 v |AE|

S w |EB|
Analogicky pre trojuholniky EFC'D a ECB zistime, Ze

8 |EB|

S |AE|

(V obr.1 st prislichajice priemety iba naznacené, ale jednd sa o ten isty vypocet
ako v predoslom odseku, len v nom zamenime zodpovedajice body A <+ B, C' <+ D
a prisluchajice obsahy trojuholnikov AED a BEC'.) Dokopy teda je S : 8 = 18 : S ¢ize
S? = 144, takze trojuholnik EC'D m4 obsah S = 12.cm?.

Iné riesenie. Rovnako ako v prvom rieseni zistime, ze AD || EC a ED | BC.
Z toho vyplyva podobnost trojuholnikov AED a EBC'. Ak oznacime k prislusny pomer
podobnosti (obr. 2), plati pre obsahy dotyénych trojuholnikov

18:%absinfy, S:%ka‘bsin% 8:%k’a‘kbsin7,

takze zrejme plati 18-8 = S2. Pre obsah trojuholnika EC'D tak dostavame S = 12 cm?.



A FE B
Obr. 2

Za Gplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za zddvodnenie vztahov AD || EC a ED || BC.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.
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