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64. ro¢nik Matematickej olympiady
2014/2015 Riesenia tiloh domaceho kola kategorie A

1. Dané je prirodzené ¢islo n. Stvorec so stranou dizky n je rozdeleny na n? jednotkovijch
Stvoréekov. Za vzdialenost dvoch $tvoréekov povaZujeme vzdialenost ich stredov. Urcte
pocet dvojic §tvoréekov, ktorych vzdialenost je 5. (Jaroslav Zhouf)

Riesenie. Polohu jednotkovych stvoréekov budeme v rieSeni vyjadrovat sturadnicami
— $tvoréek v r-tom riadku a s-tom stipci oznacime (r,s). Lahko mozno s vyuzitim
Pytagorovej vety nahliadnut (obr.1), Ze Stvorcek (r,s) mé vzdialenost 5 prave od
Stvorcekov

(rys+5), (r+5,s), (r+3,s+4), (r+4,s+3), (r+3,s—4), (r+4,s—3),

(r,s—5), (r—=5,s), (r—3,s—4), (r—4,s—3), (r—3,s+4), (r—4,s+3). 1)

Spolu tak méme nanajvys 12 moznosti; menej ich je v pripade, ked niektoré zo stiradnic
zodpovedaju polohe mimo $tvorca n X n, t.j. ked nelezia v mnozine {1,2,... ,n}.

Obr. 1

Spocitajme najskor, kolko existuje dvojic stvoréekov typu {(r,s), (r,s + 5)}, teda
,vodorovnych* dvojic. Ak n = 5, v kazdom z n riadkov ich je n — 5, pretoZze pre pevné
r moze s nadobudat hodnoty 1, 2, ..., n — 5. Spolu je ,vodorovnych® dvojic n(n — 5).
Vzhladom na symetriu je tolko isto aj ,zvislych® dvojic.

Dvojic stvoréekov typu {(r,s), (r+3,s+4)} je spolu (n —4)(n —3) (pokial n = 4),
pretoze r modze nadobudat hodnoty 1, 2, ..., n — 3 a s hodnoty 1, 2, ..., n — 4. Zo
symetrie dostavame, ze tolko isto je aj dvojic Stvorcekov typu {(r,s), (r +4,s + 3)},
{(r,ys),(r+3,s—4)} a{(r,s),(r+4,s —3)}.

Kedze sa zaujimame o pocet neusporiadanych dvojic Stvoréekov, ostatné moznosti
z (1) uz zapocitavat nebudeme (inak by sme kazda dvojicu zapocitali dvakrat). Spolu
je teda hladany pocet dvojic Stvoréekov v pripade n = 5 rovny

2n(n —5) +4(n — 4)(n — 3) = 2(3n* — 19n + 24).
Pre n < 4 je hladany pocet zrejme rovny 0.
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Pozndmka. Ulohu mozno riesit aj nasledovne: Do kazdého Stvoréeka velkého stvorca
vpiseme ¢islo udavajuce pocet Stvoréekov, ktoré od neho maja vzdialenost 5. Pre vy-
sledok staci séitat vSetky vpisané ¢isla a sucet vydelit dvoma (kazdéd dvojica Stvoréekov
je v stucte zapocCitand dvakrat). Pritom ak je Stvoréek od okrajovych Stvorcéekov Stvorca
vzdialeny aspoii 5 (teda jeho stiradnice (r, s) spliaji 6 < r, s < n—>5), je v iiom napisané
¢islo 12. Staci teda vysetrit ¢isla blizko okrajov Stvorca, a Specidlne blizko rohov $tvorca.
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Obr. 2

Nevyhodou tohto pristupu je, Ze je nutné osobitne vysetrit situacie n < 9, kedy okrajové
oblasti maji mensi rozmer ako vo vSeobecnom pripade n = 10, pre ktory je situacia
znézornend na obr. 2. Pre n = 10 je vysledny pocet dvojic rovny

(12(n — 10)*> +4(n — 10)(11+9+3-7) +4(10+2-84+7-6 +6 -5+ 9 - 4))

N | =

a podobné vyjadrenia (uz bez premennej n) vyplyvajice z obr. 3a az 3e mozno napisat
pre jednotlivé pripady n € {9,8,7,6,5}. D4 sa overit (a vyplyva to z predoslého
rieSenia), ze vietky tieto vyjadrenia sa daju reprezentovaf jednym vzorcom 2(3n? —
— 19n + 24).
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Obr. 3¢ Obr. 3d Obr. 3e

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1. Kolko je vo stvorci m x n dvojic $tvoréekov, ktorych vzdialenost je 27 [Ak n = 2,
v kazdom riadku ich je n — 2, rovnako v kazdom stipci. Spolu ich je 2n(n — 2).]

N2. Kolko je vo §tvorci n x n dvojic tvoréekov, ktorych vzdialenost je v/5 [Pre n = 2 ich
jed(n—1)(n—2).]7

D1. Uréte pocet dvojic (a,b) prirodzenych &isel (1 < a < b < 86), pre ktoré je sucin ab
delitelny tromi. [51-C-1I-1]

D2. Stvorcova tabulka je rozdelena na 16 x 16 poli¢ok. Kobylka sa po nej pohybuje dvoma
smermi: vpravo alebo dole, pricom strieda skoky o dve a o tri policka (t.]. ziadne dva
po sebe iduce skoky nie st rovnako dlhé). Zacina skokom dlzky dva z Tavého horného
policka. Kolkymi réznymi cestami sa moze kobylka dostat na pravé dolné policko?
(Pod cestou mame na mysli postupnost poli¢ok, na ktoré kobylka doskoéi.) [62-C-I-1]

2. Dany je trojuholnik ABC, v ktorom je BC' nagkratsia strana. Jej stred oznacme M.
Na strandch AB a AC' urc¢ime postupne body X a'Y tak, aby platilo |BX| = |BC| =
= |CY|. Priesecnik priamok CX a BY oznac¢me Z. Dokdzte, Ze priamka Z M prechddza
stredom kruzZnice pripisanej ku strane BC' daného trojuholnika. (Michal Rolinek)

Riesenie. Oznac¢me S stred kruznice pripisanej k strane BC'. Bod S lezi na osiach

vonkajsich uhlov pri vrcholoch B, C' daného trojuholnika. Ak teda velkosti uhlov
v trojuholniku ABC' oznac¢ime zvycajnym sposobom, plati

1
4CBS| = (180° = ).

Podla zadania je trojuholnik C X B rovnoramenny so zakladiiou C'X. Kedze pri
jeho hlavnom vrchole B mé vnutorny uhol velkost 3, pre velkost uhla pri zékladni plati
rovnost

1
2-|4BOX|+$=180°,  odkial  |{BOX|= 3(180° — ).

Dokazali sme tak, ze |[{CBS| = |{BCX]|, z ¢oho vzhladom na vlastnosti sthlasnych
uhlov vyplyva, ze priamky BS a XC' st rovnobezné (obr. 4).
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Obr. 4

Zrejme analogickym postupom mozno odvodif rovnobeznost priamok C'S a Y B,
takze Stvoruholnik BSCZ je rovnobeznik. Kedze bod M je stredom jeho uhlo-
priecky BC, musi byt aj stredom jeho druhej uhlopriecky SZ, teda body Z, M, S
lezia na jednej priamke, ¢o bolo treba dokazat.

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

Oznac¢me S, T' U postupne stredy kruznic pripisanych k strandm BC, C A, AB daného
trojuholnika ABC. Dokazte, Ze trojuholniky SBC, ATC, ABU st podobné. [Trojuhol-
niky st podobné podla vety uu; velkosti ich vnatornych uhlov st 90° — %a, 90° — %,6,
90° — 17.]

V danom $tvoruholniku ABCD ozna¢me postupne K, L, M, N stredy stran AB,
BC, CD, DA. Dokazte, ze stred tise¢ky KM lezi na priamke LN. Use¢ky KL a NM
su stredné priecky trojuholnikov ACB a ACD, st teda rovnobezné s AC, C&ize aj
navzajom. Podobne LM || KN. Takze KLMN je rovnobeznik a stredy tseciek KM,
LN st totozné.]

V rovnoramennom lichobezniku ABCD plati |BC| = |CD| = |DA| a |{DAB| =
= |{ABC| = 36°. Na zékladni AB je dany bod K tak, ze |AK| = |AD|. Dokazte,
kruznice opisané trojuholnikom AKD a KBC maja vonkajsi dotyk. [53—B-1-2]
Dané je kruZnica k so stredom S. KruZnica [ mé viacsi polomer ako kruZnica k,
prechadza jej stredom a pretina ju v bodoch M a N. Priamka, ktord prechadza
bodom N a je rovnobezna s priamkou M S, vytina na kruzniciach tetivy NP a NQ.
Dokazte, ze trojuholnik M PQ je rovnoramenny. [59—-C—II-3]

N<
@

3. Ndjdite vsetky celé ¢isla k = 2, pre ktoré existuje k-prvkovd mmnoZina M celych
kladnych cisel takd, Ze sucin vsetkych cisel z M je delitelny suctom lubovolnych dvoch
(roznych) cisel z M. (Jaromir Sims3a)

Riesenie. UkaZzeme, Ze vyhovuje kazdé k = 2. Snazime sa teda zostrojit k-prvkovi
mnozinu prirodzenych ¢isel {ny,no, ... ,ns} takd, ze pre lubovolné indexy i, j spliiajiice
1 =i <j < kplati n; +n; | ning...ng. Konstrukciu vyhovujicej mnoziny zalozime
na postupe, pri ktorom za¢neme s fubovolnou k-prvkovou mnozinou a pokusime sa ju
zmenit na vyhovujtcu.



Uvazujme najskor jednoduchy pripad k& = 2 a za¢nime s mnozinou {1,2}. Stéin
jej prvkov je rovny 2, zatial ¢o jediny mozny sucet jej dvoch réznych prvkov je 1+ 2 =
= 312, teda mnozina nevyhovuje. Ak vSak kazdy jej prvok vynasobime ¢islom 3 (teda
¢islom, ktoré ,zapric¢inilo“, Ze mnozina nevyhovuje), dostaneme vyhovujicu mnozinu
{3,6}, pretoze 3+6 =93 -6.

Podobne ak v pripade k = 3 za¢neme s mnozinou {1, 2,3} so st¢inom prvkov 6,
obdrzime ,nevyhovujuce® sucty 1+3 = 41 6, 2+3 = 5 1 6. Ked vynasobime vSetky prvky
mnoziny ¢islom 4 - 5 = 20, dostaneme vyhovujticu mnozinu {20, 40,60}.! Rovnako by
¢isla 20.

Nacrtnuty postup teraz zovSeobecnime pre lubovolné k 2 2. Zacnime s mnozinou
{1,2,...,k}. Chceme vSetky jej prvky vynasobit takym ¢islom N, ktoré je nasobkom
tych saétov i +j (pre 1 < i < j = k), ktoré nedelia stéin 1-2-... -k = kl. Kedze
i+ j < 2k — 1, staéi napriklad polozit N = (2k — 1)! (¢islo N tak bude nasobkom
vsetkych moznych suc¢tov ¢ + j, nie len takych, ktoré nedelia k!, na to, ¢i vysledna
mnozina vyhovuje, to vSak neméa vplyv).

Zostrojili sme teda mnozinu

{@k—-1)1,2-(2k—1),... k- (2k — 1)!},
o ktorej ukazeme, ze vyhovuje podmienkam tlohy. Pre kazdé i, j spliajice 1 < i < j <
< k totiz plati i + j | (2k — 1)!, a teda (vzhladom na k = 2) aj

i (2k — D)V 4+5-(2k — 1) = (i 4 4) - (2k — D! | k1((2k — D).

Pozndmka. Uvedeny postup mozno vSeobecnejsie aplikovat pre lubovolnt pociatoénu k-
ticu roznych prirodzenych ¢isel a1, asq, ... ,ar. Oznaé¢me N lubovolny spolo¢ny nasobok
vsetkych (g) ¢isel a; + aj, pricom 1 < i < j < k (mdzeme napriklad za N zobrat ich
najmensi spolo¢ny nasobok). Potom k-prvkova mnoZina

{Nal,Naz, e ,Nak}

mé pozadovani vlastnost, lebo stéin vietkych jej prvkov je delitelny &islom N*, zatial
¢o stcet Tubovolnych dvoch jej prvkov je delitelom ¢isla N?2. Posledné tvrdenie plati
vdaka tomu, ze z podmienky (a; + a;) | N vyplyva

Nai+Naj :N(ai—I—aj) | Nz.

Iné riesenie. Pre k = 2 a k£ = 3 mozno skaSanim alebo postupom z Gvodu prvého
rieSenia objavit vyhovujice mnoziny, napr. {3,6} a {3,12,15}. Ukazeme, Ze pre kazdé

k 2 4 je vyhovujicou mnozina M = {2,6, 10, ... ,4k — 2}, teda mnozina dvojnasobkov
prvych k neparnych prirodzenych ¢isel. Sic¢in prvkov tejto mnoziny je
28.1-3.5....-(2k —1). (1)

Sucet i-teho a j-teho prvku mnoziny M (pre 1 £ i < j < k) je rovny

22 —1)+2(2 — 1) =4di+4j—4 =43 +j—1)=4-2% n,
kde n je najvicsi neparny delitel ¢isla i + 7 — 1 a « je exponent ¢isla 2 v prvocdiselnom
rozklade ¢isla i +7j—1. Kedze 1 Sn < i+j—1 < 2k — 2, nachédza sa ¢éinitel n v stcine
1-3-5-...-(2k —1). Matematickou indukciou mozno lahko pre k = 4 dokézat nerovnost
2F=1 > 2k — 1, z éoho vyplyva a < k — 2 (lebo 2% | i +j — 1 < 2k — 1). Preto 4-2% | 2%,
Spolu tak dostavame, ze 4 - 2% - n deli sucin (1), ¢o sme chceli dokéazat.

! Pre splnenie podmienok zadania by dokonca stacilo prvky vynéasobit &islom 2 -5 = 10.
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NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokézte, ze ak pre prirodzené éisla a, b, ¢, d plati @ | ¢ a b | d, tak ab | cd.
[Z predpokladov vyplyva, ze zlomky c/a, d/b st celé &isla, takze aj ich stcin (ed)/(ab)
je celé ¢islo.]

N2. Dokéazte, ze ak prirodzené ¢isla a, b st nestudelitelné, tak a + b J( ab. [Ak nsd(a,b) = 1,
tak aj nsd(a+b,a) = nsd(a+b—a,a) = nsd(a,b) = 1. Podobne nsd(a+b, b) = 1. Odtial
nsd(a + b,ab) = 1, takze zlomok ab/(a + b) je v zédkladnom tvare a kedze a +b > 1,
nie je celym &islom.]

N3. Dokézte, Ze ziadna trojprvkovéd mnozina vyhovujica zadaniu neobsahuje ¢islo 1. [Spo-
rom nech mnozina {1, a, b} vyhovuje. Potom a+1 | ab, a kedze nsd(a+1,a) = 1, nutne
a+1]b, ¢ize a < b. Analogicky b < a, ¢im dostdvame spor.]

N4. Dokéazte, ze pre kazdé prirodzené Cislo k existuje k po sebe iducich prirodzenych éisel,
medzi ktorymi nie je ziadne prvocislo. [Vyhovuje napr. k-tica (k + 1)!+ 2, (k + 1)! +
+3,...,(k+ 1)+ (k+1).]

D1. Dokazte, ze existuje rastiica postupnost (an)52 ; prirodzenych Cisel taka, ze pre kazdé
prirodzené &islo k 2 2 postupnost (k + an)$2 ; obsahuje len konecne vela prvocisel.
Rozhodnite, ¢i existuje rastiica postupnost (an)52 ; prirodzenych cisel taka, ze pre
kazdé celé ¢islo k 2 0 postupnost (k + an)$2 ; obsahuje len kone¢ne vela prvocisel.
[46-A-TI1-4]

D2. Dokézte matematickou indukciou pre k = 4 nerovnost 28—1 > 2k — 1.

D3. Ukaizte, #e pre kazdé celé k = 2 mozno vybraf k réznych prirodzenych &isel tak, aby
ich sucin bol delitelny kazdym d¢islom, ktoré je stc¢tom niekolkych z vybranych cisel
(nie nutne dvoch ako v stutaznej tlohe). [Lubovolne zvolent k-ticu &isel ag,az, ... ,ak
zamenime za k-ticu Na1, Naa, ... , Nay, pricom N je spoloény nasobok vsetkych 28 —
—k —1sGtov a;; +ai, +...4+a;, 2=r k)]

4. Predpokladajme, Ze pre redlne cisla x, y, z plati
15(x +y + 2) = 12(zy + yz + zz) = 10(z? + > + 2?)

a Ze aspon jedno z nich je rozne od nuly.
a) DokaZte rovnost x +y + z = 4.
b) Ndjdite najmensi interval {a,b), v ktorom leZia vsetky tri ¢isla z lubovolnej
trojice (x,y, z) vyhovujicej predpokladom ilohy.
(Jaromir Simsa)

Riesenie. a) Hodnotu, ktorej sa rovnaju tri vyrazy uvedené v zadani, ozna¢me a. Plati

teda

T+y+z=1za, Ty + yz + 2z = 13a, 2 +y° + 2% = La.

Po dosadeni do zndmeho vztahu (x+y+2)? = 22 +y?+22+2(xy+y2z+22) a naslednych
upravach dostaneme

(£a)® =La+2 La,

2
20 = 15%
a(a —60) = 0.

Asponi jedno z &isel x, y, z je nenulové, preto a = 10(2? + y? + 22) > 0. Nutne teda
a = 60, ¢ize z +y + z = 60/15 = 4.

b) Z prvej Casti vyplyva tiez zy + yz + zx = 60/12 = 5. Tato rovnost spolu
s rovnostou x + y + z = 4 st zrejme ekvivalentnym prepisom predpokladov zo zadania.
Zapiseme ich v tvare

r+y=4-—z,
ry=5—z2(x+y)=5—2(4—2) =2 —4z+5.

(1)
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Podla Vietovych vztahov st x, y korenimi kvadratickej rovnice
Pt (z—4t+2>—42+5=0 (2)
s neznamou t a diskriminantom
D=(2—4)?—4(2> —42+5) = -3 + 82 —4=—(32 - 2)(z — 2).

Realne hodnoty z, y spliajtce (1) existuju prave vtedy, ked je tento diskriminant
nezaporny, teda ked % < z £ 2. Vzhladom na symetriu rovnaké podmienky platia
pre premenné z, y. Hladany najmensi interval je preto (2,2).

Pozndmka. V uvedenom rieseni sme predpoklady ulohy nahradzali ekvivalentnymi pod-
mienkami. V pripade, Ze by sme robili len désledkové ipravy, na zaver by sme eSte museli
ukézaft, ze pre krajné hodnoty z = %, resp. z = 2 naozaj existuji hodnoty x, y spliiajtce
zadanie. Tie dostaneme jednoduchym dopocitanim dvojnasobnych korenov kvadratickej
rovnice (2) (kedze diskriminant je pre uvedené hodnoty z nulovy). Prislichajice trojice

(z,y,2) st (2,2,2) a (1,1,2).

Iné riesenie. (Len ¢ast b).) Ak objavime vyhovujuce trojice (2,2, 2) a (1, 1,2), moZno
dolné a horné ohranic¢enie pre premennu z odvodit Gpravou nasledujicich zrejmych

nerovnosti (vyuzijac pritom vzfahy z +vy + 2 =4 a 22 + y? + 22 = 60/10 = 6):

@3+ -9+ (-3 20

10 o4
x2+y2+z2—§(x+y+z)+2z+§20,
40 54
6—— +2 — 20
3 + 2z + g =Y
222,
-3

resp.
(@ -1+ (-1 +(2-2)* 20,
2?4+ 2wty +2)—22+620,
6—8—22+62=0,
22 2.

Pozndmka. Ak redlne éisla x, y, z spliiaji rovnosti z+y+2 = 4 a xy+yz+ 2z = 5, podla
Vietovych vztahov st trojicou korefiov mnohoclena tretieho stupia ¢ — 4t + 5t — c,
pricom ¢ = zyz. Oznaéme p(t) = t3 — 4t? + 5t. Rovnica p(t) = ¢ m4 tri redlne korene
prave vtedy, ked graf konstantnej funkcie s hodnotou ¢ pretina graf funkcie p(t) v troch
bodoch; v hrani¢nych pripadoch sa grafu dotyka, ¢o zodpoveda dvojnasobnym korenom
mnohoclena p(t) — c.



Z obr.5 je potom vidief, aké hodnoty moézu nadobudat z, y, z, Specidlne aj

ohranicenie

5 = x,y,2z = 2. Samozrejme, pri takomto postupe pre korektné riesenie

treba vypocitat, v ktorych bodoch funkcia p(t) nadobtuda lokélne extrémy a nésledne
dopocitat priese¢niky prislusnych priamok s jej grafom. Na obr. 5 je len grafické zhrnutie
takého postupu.

NAVODNE A DOPILNAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

Rovnica x3 — 522 + 22 4+ 3 = 0 m4 tri redlne korene. Aky je stcet ich druhych mocnin?
[Ak a, b, ¢ st korene danej rovnice, tak podla Vietovych vztahov plati a + b+ ¢ = 5,
ab+bc+ca =2, atedaa®?+b%>+c?=(a+b+c)?>—2(ab+bc+ca)=52—-2-2=21]
Stcin dvoch redlnych &isel je dvojnasobkom ich stc¢tu. Aky moze byt ich sucet? [Ak
a+b=paab=2p, tak po vyjadreni b = p — a a dosadeni do druhej rovnice mame
a? —ap+2p = 0, &o je kvadraticka rovnica s diskriminantom p? — 8p. Ten je nezaporny
(a teda existuje redlne riesSenie) prave vtedy, ked p € (—o0,0) U (8, 00).]

Dokazte, ze ak pre redlne c¢isla a, b, ¢ plati a + b+ ¢ = 1, tak

2(a? 4+ b2+ ?)+ab+be+ca > 1.

[46-A-S-3]

Uréte vietky trojice realnych &isel a, b, ¢, ktoré spliiaju podmienky
2 2 2 _ _ >
a“+b°+c" =26, a+b=5 a b4+c2T.

[62—-A—S-3]

Néjdite vetky mozné hodnoty stétu = + y, kde realne &isla z, y spltiaji rovnost 3 +
+y3 = 3zy. [48-B-1-6]

Predpokladajme, Ze pre kladné redlne cisla a, b, ¢, d plati

ab+cd=ac+bd=14 a ad + bc = 5.
Najdite najmensiu moznd hodnotu suctu a + b + ¢ + d a zistite, ktoré vyhovujace

Stvorice a, b, ¢, d ju dosahuja. [61-A-11-4]
Predpokladajme, Ze redlne Cisla z, y, z vyhovuju ststave rovnic

T4+ y+z=12, m2+y2—|—z2:54.
Dokazte, ze potom plati nasledujtce tvrdenie: a) Kazdé z &isel zy, yz, zx je asponi 9,

avSak nanajvys 25. b) Niektoré z ¢isel x, y, z je nanajvys$ 3 a iné z nich je aspon 5.
[60—A—III-3]



5. V danom trojuholniku ABC' oznac¢me D bod dotyku kruznice vpisanej so stranou BC.
Kruznica vpisand do trojuholnika ABD sa dotyka strain AB a BD v bodoch K a L.
Kruznica vpisand do trojuholnika ADC' sa dotyka stran DC a AC v bodoch M a N.
Dokazte, ze body K, L, M, N lezia na jednej kruznici. (Josef Tkadlec)

Riesenie. Na uvod si pripomenme zname tvrdenie: Ak D, E, F' st body dotyku
kruznice vpisanej do trojuholnika ABC postupne so stranami BC, CA, AB a dlzky
stran s oznacené ako zvycajne, tak

b — —b b—
:¥, \BF| = |BD| _cta=b ICD| = |CE|:%C.

|AE| = |AF|
2

Toto tvrdenie sme sformulovali len pre trojuholnik ABC, v rieseni ho vsak budeme
vyuzivat aj pre trojuholniky ABD a ACD.

Na dokaz toho, Ze Stvoruholnik K LM N je tetivovy, stac¢i ukazat, Ze osi troch
jeho stran sa pretinaji v jednom bode.? Pritom osi jeho stran KL a MN st zarovei
osami vnutornych uhlov trojuholnika ABC' pri vrcholoch B a C', pretoze trojuholniky
LK B, MNC st rovnoramenné so zakladnami LK, M N. Tieto osi sa pretinaju v strede
kruznice vpisanej do trojuholnika ABC, ktory ozna¢me S (obr. 6). Dokézeme, Ze tymto
bodom prechadza aj os strany LM.

A

Obr. 6

KedZe polomer SD vpisanej kruznice je kolmy na dotykajicu sa stranu BC,
potrebujeme dokazat, ze D je stredom tsecky LM (potom SD bude jej osou). Na to
vyuZijeme tvodné tvrdenie. Jeho aplikdciou na trojuholnik ABD a tsek DL a nasledne
na trojuholnik ABC a tsek BD dostaneme

|BD| +|AD| — |AB| _ 3(c+a—b)+|AD|—c _ 3(a—b—c)+|AD|
2 2 2 '

|DL| =

Podobne mame

[CD| +|AD| —|AC| _ 3(a+b—c)+|AD[—-b _ 3(a—b—c)+|AD|

DM| =
2 2 2

2 Taky priese¢nik ma totiZ rovnaku vzdialenost od vietkych styroch vrcholov a teda existuje kruznica,
ktord v nom ma stred a prechadza vSetkymi Styrmi vrcholmi.
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Kedze |DL| = |[DM|, je D naozaj stredom tisecky LM, ¢o sme chceli dokazaf.

Pozndmka. 7 faktu, ze |DL| = |DM]|, o.i. vyplyva aj to, Ze kruznice vpisané trojuhol-
nikom ABD a ADC sa dotykaju tusecky AD v tom istom bode.

Iné riesenie. Opit viackrat vyuzijeme tvrdenie z iivodu prvého riesenia. Podla neho
pre dlzku tseku AK v trojuholniku ABD méme

|AB| +|AD| —|BD| _ c¢+|AD|—3(c+a—b) |AD|+3(b+c—a)

|AK| =
2 2 9
a podobne
AN| = |AC| +|AD| —|CD| b+|AD|—3(a+b—c) |AD|+3(b+c—a)

2 2 2
Kedze |AK| = |AN|, je trojuholnik K NA rovnoramenny (obr.7), ¢ize |[{ANK| =

A

Obr. 7

= 90° — %a. Z rovnoramennych trojuholnikov LK B, M NC méame |{ BLK| = 90° — % ,
AMNC| = 90° — 1v. Na zaklade toho jednoducho vyjadrime
2

|AKLM|=180° — |{BLK| = 90° + 35,
IAMNK’ = 1800 — ‘KMNC’ — ‘KANK’ = %O[—F %f)/’

odkial [{KLM|+ |£MNK|=90°+ 1(a+ 3+ ~) = 180°, z ¢oho uz priamo vyplyva,
ze stvoruholnik K LM N je tetivovy.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Nech P je bod leziaci zvonka danej kruznice k. Tymto bodom vedieme doty¢nice, ktoré
sa kruznice k dotykaja postupne v bodoch U, V. Dokéazte, ze |PU| = |PV|. [Vyplyva
to zo sumernosti podla priamky PS, kde S je stred kruznice k.]

N2. Dokazte tvrdenie z ivodu riesSenia, t. j. dokazte, ze ak D, E, F' st body dotyku kruznice
vpisanej do trojuholnika ABC' s jeho stranami, tak |[AE| = |AF| = s — a, |BF| =
=|BD|=s—b, |CD| = |CE| = s—c (priCom s = %(a—i—b—i—c)). [Rovnosti |AE| = |AF|,
|BF| = |BD|, |CD| = |CE| vyplyvajt z predoslej navodnej tilohy. Ak dizky tychto
usekov oznacime z, y, z, dostaneme ststavu x +y = ¢, y + 2 = a, z + x = b, ktorej
rieSenim dostaneme vyjadrenia x = %(b +c—a)=s—a,y = %(c +a—>b) =s5-—0b,
z = %(a—l—b—c):s—c.]

N3. Dokazte, ze ak sa osi niektorych troch stran Stvoruholnika pretinaji v jednom bode,
tak je tento Stvoruholnik tetivovy. [Poz. pozndmku pod ¢iarou v rieSeni tlohy.]
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N4. Nech D, E, F st body dotyku kruznice vpisanej do trojuholnika ABC' s jeho stranami.
Dokazte, ze trojuholnik DEF je ostrouhly. [Velkosti uhlov trojuholnika DEF' st 90° —
- %a, 90° — %B, 90° — %'y, ¢o st vSetko ostré uhly.]

D1. Nech K, L, M st po rade vnutorné body stran BC', CA, AB daného trojuholnika ABC
také, Ze kruznice vpisané dvojiciam trojuholnikov ABK a CAK, BCL a ABL, CAM
a BCM maja vonkajsi dotyk. Potom plati

|BK| - |CL| - |AM| = |CK]| - |AL| - |BM].

Dokézte. [49-A—T-2]

D2. Na priamke a, na ktorej lezi strana BC trojuholnika ABC, st dané body dotyku
vSetkych troch jemu pripisanych kruznic (body B a C nie st zname). N4jdite na tejto
priamke bod dotyku kruznice vpisanej. [63-B—S-3]

6. Nech a, b si dané navzdjom nesudelitelné prirodzené cisla. Postupnost (,)5% 4
prirodzenych cisel je zostavend tak, Ze pre kazdé n > 1 plati x,, = ax,_1 + b. Dokadzte,
Ze v lubovolnej takej postupnosti kazdy clen x,, s indexom n > 1 deli nekonecne vela jej
dalsich ¢lenov. Plati toto turdenie aj pre n =17 (Jaromir Sims3a)

RieSenie. Ukéazeme, ze pre kazdé n > 1 existuje k > 0 také, ze z, | T,tx. Z toho
potom nutne vyplyva, Ze kazdy ¢len postupnosti (s pripadnou vynimkou prvého ¢lena)
deli nekonecne vela dalsich ¢lenov, pretoze opakované pouzitie tohto tvrdenia zarucuje
existenciu nekonecnej postupnosti relacii

T, | Tn+kq | Tn+ki+ko | Lntky+katks | s

Nech teda n > 1 je pevné. Vyjadrime nasledujtce ¢leny pomocou parametrov a, b a x,,.
Pouzivanim zadaného predpisu postupne dostaneme

Tpy1 = axy, + b,
Tpio = alaz, +b) +b=a’z, +b(1+ a),
Tnts = a(a®T, + b+ ba) + b= a*v, +b(1 +a+ a?),

Vseobecne pre kazdé celé k > 0 plati
Tnik = afx, + b(l+a+...+ ak_l),

¢o sa da formalne dokazaf trividlne matematickou indukciou. Preto Zelana vlastnost
Tpn | Tnak je ekvivalentnd s podmienkou x,, | b(1+a+...+a*~1). Ukdzeme, Ze existuje k,
pre ktoré

Tpll4+a+4...+a"1, (1)

¢im bude zarucené, ze x,, deli x, .
Uvazujme postupnost

1, 1+ a, 1+a+a2, 1—|—a+a2+a3, e

t.j. postupnost ¢isel (s;)p—; s predpisom sy =1+ a+ ...+ a* 1. V tejto nekonecnej
postupnosti urcite existuju dva ¢leny, ktoré davaju rovnaky zvysok po deleni ¢islom z,,,
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pretoze moznych zvyskov je len kone¢ne vela. Povedzme, Ze st to ¢leny sg, a sg,, pricom
k1 < ko. Rozdiel s, — si, je potom delitelny ¢islom x,,, ¢ize

| I+a+... +ad= ) —Q4a+...+d" H=d"Q+a+.. .+ (2

Cisla a, b st nestdelitelné, preto é&islo z,, = ax,_1 + b je nestdelitelné s a (Ziadny
netrivialny delitel ¢isla a nedeli b, a teda nedeli ani ax,_; + b), &iZe aj z, a a®' st
nesudelitelné. Z (2) preto vyplyva

Tp | 1+a+... +a2"M1

¢im sme dokazali platnost (1) pre k = ko — k1 > 0.

Tvrdenie o ¢lene z1 vo vSeobecnosti neplati, ¢isla x1 a a totiZz nemusia byt nestde-
litelné (¢o bola v predoslom postupe jedind podmienka na to, aby sme nasli & > 0 také,
7e Ty | Tpyr). Naozaj, ak napriklad zvolime a > 1 a x; = a, bude kazdy dalsi ¢len z,,
pre n > 1 tvaru ax,_1 + b, teda bude s ¢lenom x; = a > 1 nesudelitelny (rovnako ako
dané b), t.j. x1 1 .

Iné rieSenie. Odlisnym sposobom dokéZeme, Ze pre kazdé m > 1 existuje k > 0,

pre ktoré plati (1). Podobne ako v predoslom rieseni odvodime, Ze ¢isla z, a a st

nestdelitelné. Podla Eulerovej vety je potom postupnost zvyskov ¢isel 1, a, a?,a?,... po

deleni ¢islom z,, periodicka od prvého ¢lena, pri¢om dizka periédy (nie nutne najkratsej)
je p(wn).?

Pre zjednodusenie zapisu ozna¢me ¢(x,) = r. Vzhladom na uvedené plati
1=a" =aq2 =...= a(xn—l)-r
— r+1

(mod z,,),

Tp—1)-r+1 (

=...=ql mod x,),

r—1 2r—1 3r—1 ZTp-r—1

a t=a =a =---=a (mod ).

Preto sucet vSetkych vypisanych mocnin ¢isla a (ktorych je z, v kazdom riadku) je
kongruentny modulo x,, s z,-nasobkom suc¢tu » mocnin vybranych po jednej z kazdého
riadku. Akykolvek x,,-nasobok je vSak kongruentny s nulou, a tak je platnost (1) overena
pre k =x, - r = x, - o(x,).

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Zopakujte si a dokazte nasledujice tvrdenia z tedrie Cisel:
a) ak nsd(a,b) =1aa]bc tak a| ¢
b) nsd(a,b) = nsd(a — kb, b);
c) ak nsd(a,b) =1, tak nsd(a™,b") = 1.

N2. Dana je k-prvkova mnozina M, ktorej prvky su celé cisla. Dokazte, ze existuje ne-
prazdna podmnozina mnoziny M, ktorej sti¢et prvkov je nasobkom ¢éisla k. [Nech M =
= {a1,...,ar}. Ak sa medzi k &islami a1, a1 + a2, ..., a1 + a2 + ... + ax nachidza
nasobok k, tvrdenie je zrejmé. V opac¢nom pripade sa medzi nimi nachadzaju dve ¢isla
ai1+...+a;, a1+...+a; s rovhakym zvyskom po deleni k a ich rozdiel je ndsobkom k,
zéroven vsak aj su¢tom prvkov mnoziny {a;11,ait2,...,a;}.]

3 Funkcia ¢(m) je tzv. Eulerova funkcia, t.j. pocet prirodzenych &isel mensich ako m, ktoré st s m
nesudelitelné.
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