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64. ro¢nik Matematickej olympiady
2014/2015 Riesenia tloh krajského kola kategorie A

1. Dany je trojuholnik ABC' s tupym uhlom pri vrchole C'. Os o0y usecky AC pretina
stranu AB v bode K, os 0o tusecky BC pretina stranu AB v bode L. Priesecnik osi
01 a 0y oznacme O. Dokazte, Ze stred kruznice vpisanej do trojuholnika KLC' leZi na
kruznici opisanej trojuholniku OK L. (Radek Horensky)

Riesenie. Stredy stran AC, BC' ozna¢me postupne M, N. Stred kruznice vpisanej troj-
uholniku K LC ozna¢me I. Na ivod poznamenajme, ze body K, L leZia na strane AB
vzdy v takom poradi, ako na obr. 1, pretoze podla zadania ma trojuholnik ABC' tupy
uhol pri vrchole C' a preto stred O jeho opisanej kruznice lezi v polrovine opacnej
k polrovine ABC.

Obr. 1

Bod K lezi na osi strany AC, preto KM je osou uhla AKC. Priamka K1 je osou
uhla LKC. Priamky KI a KM st osami navzajom susednych uhlov a preto st na
seba kolmé. Analogicky LI | LN. Body K, L teda lezia na Téalesovej kruznici nad
priemerom OI, z ¢oho uz trividlne vyplyva dokazované tvrdenie.

Iné riesenie. Oznacme uhly trojuholnika ABC zvycajnym spésobom «, (3, v a body
M, N, I rovnako ako v prvom rieseni. Stvoruholnik MONC je tetivovy, pretoze ma
pravé uhly pri vrcholoch M a N. Odtial |[{KOL| = 180° — |{MCN| = 180° — ~.

KedZe bod K lezi na osi strany AC, je trojuholnik AKC' rovnoramenny so za-
kladiiou AC (obr.2). Pri nej maja jeho vnutorné uhly velkost a. Preto |[ALKC| =
= 180° — |[LAKC| = 2a, a teda |{LKI| = $|{LKC| = o. Podobne |[{KLI| = .
Z trojuholnika K LI tak mame |{KIL| =180° —a — = 1.




Z uvedeného dostavame |{KOL| + |£KIL| = 180°, takze $tvoruholnik KOLI je
tetivovy, ¢o sme chceli dokazat.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Pri prvom postupe za pozorovanie, ze KM je osou uhla AKC,
dajte 2 body, dalsie 2 body dajte za odvodenie KI 1 MO a 2 body za dokondéenie rieSenia. Pri druhom
postupe dajte 1 bod za vSimnutie si rovnoramennosti trojuholnika AKC, 2 body za vyjadrenie velkosti
uhla LK1, 1 bod za vyjadrenie velkosti uhla KIL, 1 bod za vyjadrenie velkosti uhla KOL a 1 bod za

dokoncenie riesenia.

2. Ndjdite véetky dvojice prvocisel (p,q) také, Ze hodnota vyrazu p*+5pq+4q? je druhou
mocninou celého ¢isla. (Pavel Calabek)

RieSenie. Predpokladajme, Ze prvoéisla p, ¢ a nezaporné celé ¢islo k spliiaji rovnost
p? + 5pq + 4¢° = k?. T ekvivalentne upravime:

K — (0 +4pg + 44°) = py,
K — (p+29)° = pa,
(k—p—2q)(k+p+2q) = pg. (1)
Pravéa strana aj druhy ¢initel sti¢inu na lavej strane st kladné, takze aj prvy Cinitel musi

byt kladny. KedZe p, ¢ st prvocisla, ¢islo pq sa da rozlozit na suc¢in dvoch kladnych ¢isel
len $tyrmi sposobmi: pg = 1-pg = p-q = q-p = pq - 1. Vzhladom na to, Ze ¢islo

.....

prvy z rozkladov, takze
k—p—2¢g=1 a k+p+2q=npq. (2)
Eliminaciou premennej k (napr. od¢itanim prvej rovnice od druhej) dostaneme
2p+4q =pq — 1, ize (p—4)(g—2)=09. (3)

Cinitel ¢ — 2 je nezaporny, pretoze ¢ je prvoéislo. Nezaporny teda musi byt aj ¢initel
p — 4. St len tri moznosti, ako ¢islo 9 rozlozit na stcin dvoch nezipornych ¢isel:

9=1.9=3-3=9-1.

Z nich dostavame tri rieSenia (p,q) € {(5,11),(7,5),(13,3)}, vo vSetkych néjdené
hodnoty p, ¢ st skuto¢ne prvocisla. Skusku pri tomto postupe robif nie je nutné, pretoze
ak p, ¢ splhajt rovnicu (3), vieme k nim z (2) dopoécitat celé ¢islo k tak, aby platila
rovnost (1), ktora je ekvivalentna s pdvodnou rovnostou.

Iné riesenie. Po dosadeni ¢ = p do zadaného vyrazu vyjde 10p?, ¢o nie je druha
mocnina celého ¢isla pre ziadne celé ¢islo p. Musi preto byt p # q.
Zadany vyraz mozno rozlozit na suéin:

p* +5pg +4¢> = (p+ q)(p + 4q). (4)

Prvocisla p a ¢ st rozne, preto je kazdé z nich nestudelitelné aj s p + ¢q. Oznac¢me
d najvic¢sieho spolo¢ného delitela p + ¢ a p + 4q. Potom d | (p + 4q) — (p + q) = 3q,
a kedZe d je nestudelitelné s ¢, nutne d € {1,3}. Oba pripady rozoberieme.
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Ak d = 1, musia byt oba ¢initele v (4) Stvorcami, ¢ize existuju prirodzené éisla r,

s také, ze plati
p+q=r?
p+4qg = s2.

(®)

NavySe zrejme 2 < r < s, pretoze p+¢ = 2 + 3.
7 toho

3¢g=(p+4q) —(p+q) =(s—7r)(s+7),
3p=4(p+q) — (p+4q) = (2r — 5)(2r + s).

Z prvej rovnosti vyplyva s —r | 3¢, t.j. s —r € {1,3,q,3q}. AvSak pripady s —r = ¢
a s —r = 3¢ mdzeme vylacit, pretoze im zodpovedaju rovnosti s +r =3 a s+ r = 1,
ktoré st v rozpore s podmienkou 2 < r < s. Zvysné dva pripady preverime:
e Zs—r=1vyplyva2r+s=3r+1>3a2r—s=r—1> 1.7 druhej rovnice
takr—1=3,s=5,p=13, ¢ =3.
e Zs—r=3vyplyva 2r + s =3r+3 = 3(r + 1) > 3. Z druhej rovnice potom
vyplyva 2r —s =r—3=1. Odtial r =4, s =7, p=5, ¢ = 11.
Ak d = 3, musia byt oba ¢initele v (4) trojnidsobkom Stvorcov, existuju teda
prirodzené cisla 1 < r < s také, ze plati

p+q=3r?
p + 4q = 35>

(6)
Z toho

3¢=p+4q) —(p+aq) =3(s—7r)(s+71),
3p=4(p+q) — (p+4q) = 3(2r — s)(2r + s).

Pretos—r=1a2r—s=1,tedar=2,s=3ap=7,q=0>5.
Vo vsetkych pripadoch najdené hodnoty p, ¢ a prislusné hodnoty r, s spliiaju
rovnosti (5), resp. (6), teda vyraz (4) je naozaj Stvorec. Uloha m4 3 riesenia (p, q), a to

(13,3), (5,11), (7,5).

Za tplné rieSenie dajte 6 bodov. Pri prvom postupe dajte 2 body za rozklad (1), dalsie 2 body za
odvodenie rozkladu (3) a 2 body za dokondéenie rieSenia. Pri druhom postupe dajte 1 bod za rozklad
(4), 1 bod za odvodenie d € {1, 3}, 2 body za vySetrenie pripadu d = 1 a 2 body za vySetrenie pripadu
d = 3. Ak riesitel tlohu nevyriesi, ale skisanim najde aspon dve z troch rieseni, udelte mu 1 bod; ak
najde skusanim vsetky tri rieSenia, udelte 2 body.

3. Pre kladn€ redlne cisla a, b, ¢ plati
ab+bc+ca=16, a = 3.

Najdite nagjmensiu mozni hodnotu vyrazu 2a + b + c. (Michal Rolinek)

Riesenie. Upravujme druhti mocninu vyrazu V = 2a + b + ¢, ktory je zrejme kladny.
Pri tom vyhodne vyuzijeme zadantu vizbu ab + bc 4 ca = 16:

VZ=(2a+b+c)? =4a® +b* + ¢ + dab + dac + 2bc =
=4a® + b* — 2bc + ¢ + 4(ab+ b+ ca) = 4a* + (b —c)* + 4 - 16.
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Podla zadania je a®> = 9 a zrejme (b — ¢)? = 0, takze V2 = 4-9+ 416 = 100. Preto
V = 10.

Sktasme najst také a, b, ¢ vyhovujlice zadaniu, pre ktoré nastava V = 10. Aby
v odvodenych nerovnostiach nastala rovnost, musi byt b = ¢ a a = 3. Hladdme preto
b > 0 také, Ze 6b + b? = 16. Tato kvadraticka rovnica mé korene 2 a —8. Vyhovujicou
trojicou (a, b, ¢) je teda (3,2,2) a najmensia mozna hodnota zadaného vyrazu je 10.

Iné rieSenie. Zo zadanej rovnosti ab + bc + ca = 16 vyjadrime ¢ = (16 — ab)/(a + b)
a dosadime do vyrazu V', ktorého najmensiu hodnotu hladame:

16 — ab 16 + a?
V=2atbte=2a+b+ 2L (arh)+ 2L >0 /T6+ a2 2 21/16+ 32 = 10.
a+b a+b

Pri prvej nerovnosti sme vyuzili zndmu AG-nerovnost pre dvojicu kladnych ¢isel a + b
a (16 +a®)/(a +b).
Trojicu, pri ktorej V' = 10, najdeme podobne ako v prvom rieseni.

Za tplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 4 body za doékaz, ze V = 10 a 2 body za najdenie zadaniu
vyhovujtcej trojice a, b, ¢, pre ktora V = 10.

4. Majme n bodov v rovine, n = 3, pricom Ziadne tri z nich neleZia na jednej priamke.
Uvazujme vnutorné uhly vsetkych trojuholnikov s vrcholmi v dangch bodoch a velkost
najmensieho z nich oznacme ¢. Pre dané n ndjdite najvicsie mozné .

(Stanislava Sojdkova)

Riesenie. Ukazeme, Ze najvicsie mozné ¢ dosiahneme, ked body st umiestnené vo
vrcholoch pravidelného n-uholnika (obr.3). V takom pripade kazdy uvazovany troj-
uholnik mé opisanti kruznicu totozni s kruznicou opisanou danému n-uholniku a teda
vSetky uvazované vnutorné uhly st obvodovymi uhlami prislichajicimi k nejakej tetive
tejto kruznice. Najmensi uhol bude ten ostry uhol, ktory prislicha k najkratsej tetive,
t.j. k niektorej z n zhodnych stran n-uholnika (vSetky ostatné tetivy su uhloprieckami,
teda su dlhsie). Kedze stredovy uhol prisltichajici k strane méa velkost 360° /n, najmensi
uhol ma v tomto pripade velkost ¢ = 180°/n.

Obr. 3

Ostava ukazat, ze pre Tubovolné rozmiestnenie n bodov plati ¢ < 180°/n. Tvrde-
nie dokazeme sporom. Predpokladajme, ze n bodov je rozmiestnenych tak, ze vsetky

.....
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t.j. najmensi mnohouholnik M, ktory obsahuje vSetky dané body. Oznac¢me m pocet
bodov, ktoré sa nachddzaji na obvode mnohouholnika M. Zrejme m < n (vrcholy
konvexného obalu tvoria podmnozinu danej mnoziny n bodov).

Obr. 4

Stcet vnatornych uhlov mnohouholnika M je rovny (m — 2) - 180°.1 Zostrojme
usecku medzi kazdymi dvoma spomedzi vSetkych n bodov. Z kazdého vrcholu mnoho-
uholnika M vychadza n — 1 Gseciek. Dve z nich st stranami a zvysné ,delia“ vnutorny
uhol pri tomto vrchole na n — 2 mensich uhlov (obr. 4). Podla predpokladu mé kazdy
z tychto uhlov velkost viac ako 180°/n, teda kazdy vnatorny uhol mnohouholnika M
je vacsi ako (n — 2) - 180° /n. Vrcholov je m, teda celkovy sicet vnatornych uhlov v. M
je viac ako m(n — 2) - 180° /n. Plati preto nasledovna nerovnost, ktora dalej upravime:

1 o
(m—2)-180° > m(n—2)- 873 )

n(m —2) >m(n —2),
mn — 2n > mn — 2m,

m > n.

Tym sme dostali spor.

Za tuplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za ddkaz, ze ak st body vrcholmi pravidelného n-
uholnika, tak ¢ = 180°/n a 4 body za doékaz, 7e vizdy plati ¢ < 180°/n. Ak Ziak odvodi vztah
@ < 180°/n len pre pripad, ked m = n (teda pre také konfiguracie, ked vietky body leZia na obvode
konvexného obalu), zo 4 bodov udelte iba 2.

Uspesnym riesitelom je ten ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov. Pri kazdej tilohe sa
za akékolvek tplné riesenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tlohu postupom, ktory sa
odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieseni, ale tilohu nevyriesi uiplne, bodovacia schéma
sa zvoli tak, aby ¢o najlepsie korespondovala so schémami uvedenymi v tomto letaku.

! Toto znadme tvrdenie mozno Tahko dokdzat tak, Ze m-uholnik rozdelime na m — 2 trojuholnikov
majucich vrcholy v jeho vrcholoch.



Slovenské komisia MO, KMANM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

Autori: Vojtech Bélint, Leo Boéek, Pavel Calabek, Sarka Gergelitsova, Karel Horak, Radek
Horensky, Toméas Jurik, Ales Kobza, Jan Mazdk, Pavel Novotny, Peter Novotny,
Martin Panék, Michal Rolinek, Jaromir Simsa, Jaroslav Svréek, Jaroslav Zhouf

Recenzenti: Vojtech Balint, Tomas Jurik, Jan Mazak, Pavel Novotny, Peter Novotny
Redakcnd tprava: Peter Novotny
Vydal: IUVENTA - Slovensky institat mladdeze, Bratislava 2015



