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64. ro¢nik Matematickej olympiady
2014/2015 Riesenia uloh okresného kola kategorie Z9

Informécia pre obvodntu komisiu MO:

Pri kazdej ulohe sa za akékolvek tiplné rieSenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu
postupom, ktory sa odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieSeni, ale tilohu nevyriesi uplne,
bodovacia schéma sa zvoli tak, aby co najlepsie korespondovala s navrhom hodnotenia tu
uvedenym. Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 12 alebo viac bodov.

Prosime o zaslanie opravenych rieseni obvodnych kol aj s vysledkovou listinou predsedom
KKMO alebo nimi poverenej osobe do 17. februara.

Upozorriujeme tiez na moznost zverejnit vysledkovu listinu obvodného kola na oficidlnej
stranke Slovenskej komisie MO: skmo . sk. Staci poslat vysledkovi listinu e-mailom na adresu
skmo@skmo.sk v takom forméte, v akom si ju Zeldte zverejnit na internete. Na stranke
skmo . sk/dokument . php?id=429 n4jdete Sablénu vo forméte Excelovskej tabulky, ktorti mo-
Zete pri priprave vysledkovych listin pouzit. Nie je to vSak povinny forméat, mézete pouzit
aj vlastny. Prosime len, aby ste dodrzali oznacenie poradia podla nasledovného prikladu:
Ak prave 5 ziakov dosiahne viac bodov ako ziak X.Y. a prdve traja ziaci (vratane X.Y.)
dosiahnu rovnako vela bodov ako X.Y., tak Ziakovi X.Y. patri v poradi 6. — 8. miesto,
pripadne skratene len 6. miesto. Analogickym postupom sa urcuje umiestnenie vSetkych
ziakov.

1. Myslim na niekolko bezprostredne po sebe idicich prirodzenych ¢isel. Keby sme z nich
vyskrtli ¢isla 70, 82 a 103, aritmeticky priemer cisel by sa nezmenil. Keby sme namiesto
toho vyskrtli c¢isla 122 a 123, aritmeticky priemer by sa zmensil presne o 1. Na ktoré
prirodzené cisla myslim? (Libor Simiinek)

Riesenie. Ked sa gkrtnutim trojice ¢isel mnoziny nezmeni jej aritmeticky priemer, ma

tato trojica cisel rovnaky aritmeticky priemer ako celd mnozina. Aritmeticky priemer
celej mnoziny cisel je teda

70 +82+103

3 =

Pocet cisel celej mnoziny oznac¢me n. Po Skrtnuti c¢isel 122 a 123 zvysi n — 2
¢isel a podla zadania sa aritmeticky priemer zmensi o 1, teda bude 84. Vynéasobenim
aritmetického priemeru cisel a poc¢tu tychto cisel dostaneme ich sucet. Na zaklade toho
zostavime nasledujticu rovnicu, ktora vyriesime:

85.

85n = 84(n — 2) + 122 + 123,
8bn = 84n + 77,
n="77.

Neznamu mnozinu c¢isel tvori 77 bezprostredne po sebe iducich ¢isel.

Prostredné cislo je rovné aritmetickému priemeru, pred nim a za nim je 38 cisel,
pretoze 77 = 2 - 38 + 1. Najmensie ¢islo mnoziny je teda 85 — 38 = 47 a najvéicsie
85 + 38 = 123. Hladanymi ¢islami st prirodzené ¢isla od 47 po 123 vratane.

Iné rieSenie. Rovnakym sposobom zistime, Ze aritmeticky priemer mnoziny ¢isel pred
skrtanim je 85. Vyskrtnuté ¢isla 122 a 123 potom vyjadrime pomocou tohto priemeru:
122 = 85+ 37, 123 = 85+ 38. V sucte cisel, ktoré zostani po vyskrtnuti c¢isel 122 a 123,
,chyba®“ prave sucet 37 + 38 k tomu, aby tieto ¢isla mali aritmeticky priemer 85. Zo
zadania vieme, ze aritmeticky priemer tychto zvysnych cisel je o 1 mensi ako 85, tychto
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¢isel preto musi byt prave 37 + 38, t.j. 75. Pocet ¢isel pred skrtanim bol 75+ 2, t.j. 77.
Dalej pokra¢ujeme ako v predchadzajticom rieeni.

Navrh hodnotenia. 2 body za priemer myslenych &isel (85); 3 body za pocet myslenych &isel (77); 1 bod
za myslené &isla (47 az 123).

2. Po sebe idice prirodzené cisla postupne pricitame a odcitame podla nasledujiceho
ndvodu:

1+2-3-4+54+6-7-8+94+10—-11—-12+...

Urcte, akd bude hodnota takéhoto vyrazu, ak jeho posledny clen je 2015.
(Libuse Hozova)

RiesSenie. Sucty dvojic susediacich ¢isel s opaénymi znamienkami st bud —1, alebo
1. Tieto hodnoty sa navyse pravidelne striedaju. V uvazovanom vyraze sa teda vzdy
niekolko susediacich ¢isel zrusi:

1+2-3-4+54+6-7-84+9+10—-11—-12+ 13 +---
=1+2-3)]+[(-4+5)+6-7)]+[(-8+9)+ (10 —11)] + [(-12+13) + - --
=1-1+1-1]+1-1]+[1—--
=0+0+0+4---

Prvi nulu dostavame ako sticet prvej trojice cisel, ostatné nuly dostavame ako
sucty po sebe idtucich stvoric ¢isel. Stcet uvedeného vyrazu by teda bol rovny nule, ak
by konéil ¢islom 3, 7, 11, 15 atd. VSeobecnejsie stucet takého vyrazu je rovny nule prave
vtedy, ked kondi ¢islom, ktoré mé po deleni Styrmi zvysok 3. Kedze ¢islo 2015 mé prave
tato vlastnost, je hodnota zadaného vyrazu rovna nule.

Pozndmka. Uvodné postrehy je mozné zurocit roznymi spoésobmi, ktoré mézu viest
k podrobnejsej diskusii o znamienkach pri ¢islach na konci daného vyrazu. Z uvedeného
rieSenia vyplyva, ze tento vyraz konci takto:

<+ [(-2012+2013) 4+ (2014 — 2015)].
S¢itance daného vyrazu je mozné zoskupovat aj napr. takto:
1+2-3-4]+[b+6-7-8+[9+10—-11-12|+---=—-4—-4—-4—---

Takych Stvoric mozno utvorit nanajvys 503 (2015 = 503 -4+ 3). Celkovy sucet je podla
tohto navodu vyjadreny nasledovne:

503 - (—4) + 2013 + 2014 — 2015 = —2012 + 2013 + 2014 — 2015 = 0.

Ndvrh hodnotenia. 1 bod za objav, Ze sucty dvojic susednych ¢isel s opa¢nymi znamienkami su striedavo
—1 a 1; 2 body za objav, Ze sGcty po sebe iducich stvoric, resp. prvej trojice Cisel st rovné 0; 3 body
za spravne urcenie a zdévodnenie celkového suctu.



3. Anicka dostala na narodeniny tortu v tvare obdlznika. Pomocou dvoch priamych
rezov si odkrojila kiusok, ktory je ma obr. vyznaceny sivou. Uréte, aki cast torty si
Anicka odkrojila. (Alzbeta Bohinikova)
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RieSenie. Obdlznik je stredovo stimerny podla stredu, ktory je prieseénikom uhlop-
rieCok. Podla tohto stredu su tiez stmerné kazdé dva body, ktoré lezia na protilah-
lych stranach obdlznika a st v rovnakych pomeroch vzhladom na zodpovedajtce si
vrcholy. Takymi dvojicami bodov st aj body urcujice oba rezy zo zadania. Tieto rezy
a uhloprieéky obdlZnika sa teda pretinaji v jednom spoloénom bode. Jedna z tjchto
uhlopriecok rozdeluje sivo vyznaceny Stvoruholnik na dva trojuholniky:

Jedna strana lavého trojuholnika je prave tretinou hornej strany obdlznika a vyska
na tito stranu je polovicou pravej strany obdlznika. Tento trojuholnik teda zabera

obsahu celého obdlznika. Jedna strana pravého trojuholnika je prave pitinou pravej
strany obdlZnika a vyska na tato stranu je polovicou hornej strany obdlznika. Tento
trojuholnik teda zabera

obsahu celého obdlznika. Obsah sivého §tvoruholnika je rovny
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obsahu celého obdlznika. Zjedena ¢ast teda tvori 1% celej torty.
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Pozndmka. Ak velkost hornej strany obdlznika ozna¢ime a a velkost pravej strany b,
tak mozeme predchadzajice tvahy vyjadrit takto:

Obdlznik mé obsah ab, zjeden4 ¢ast teda tvori % celej torty.

Iné rieSenie. Na tivod opit ukaZeme, Ze sa rezy pretinaju v strede obdlznika. Tymto
bodom prechadzaji aj osi obdlznika, ktoré ho rozdeluji na Styri zhodné obdizniky.
Jeden z tychto obdlZnikov je rezmi rozdeleny na tri ¢asti pozostavajtce zo sivého
stvoruholnika a dvoch bielych pravouhlych trojuholnikov.

Obsah sivej ¢asti mozeme vyjadrif tak, ze od obsahu §tvrtinového obdlZnika odé&i-
tame obsahy oboch bielych trojuholnikov. Vzhladom na predoslé oznacenie st obsahy
tychto trojuholnikov rovné

N TR RO

Obsah sivej plochy teda vychadza

ab ab  3ab _ (30 —-5-—9)ab _ 2ab
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Opiit prichddzame k zaveru, ze zjedena cast tvori % torty.

Ndvrh hodnotenia. 1 bod za zddvodnenie, Ze sa rezy pretinaju v strede obdlznika (mozno dokazaf
s vyuzitim stredovej simernosti, podobnosti ¢i inych osobitnych tvah); 2 body za obsahy pomocnych
trojuholnikov; 2 body za vysledok; 1 bod podla kvality a uplnosti komentara.

4. Isty obdlznik mal svoje rozmery vyjadrené v decimetroch celymi c¢islami. Potom
rozmery trikrdt zmenil. Najskor jeden svoj rozmer zdvojndsobil a druhy zmenil tak, aby
mal rovnaky obsah ako na zaciatku. Potom jeden rozmer zvicsil o 1 dm a druhy zmensil
0 4 dm, pricom mal stdale taky isty obsah ako na zaciatku. Nakoniec svoj kratsi rozmer

zmensil o 1 dm, dIhsi ponechal bezo zmeny. Urcte pomer stran posledného obdiznika.
(Erika Novotna)

RieSenie. Ozna¢me dlzky stran obdiznika v decimetroch x a y; obsah obdiznika teda
bol z - y. Predpokladajme, Ze pri prvej zmene sa zvi¢Sovala strana s dlzkou z. Po prvej
zmene mal obdlZnik rovnaky obsah, musel maf teda rozmery 2z a 2. Po druhej zmene
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mohol mat bud rozmery a) 2z +1 a ¥ —4, alebo b) 2z —4 a § + 1. V kazdom pripade
mal obdlZnik aj po druhej zmene rovnaky obsah ako povodne, teda x - y. Rozoberme
obe moznosti:

a) V tomto pripade plati

x-y:(2x+1)<%—4>.

Po tprave dostdvame 0 = —8x + 4 —4, teda § —4 = 8x. Po druhej zmene mal obdlznik
rozmery 2z + 1 a 8x. Kedze x je prirodzené ¢&islo, plati 8¢ > 2x + 1 a pri tretej zmene
musel obdlZznik skratit svojou stranu 2z + 1 na 2x. Pomer stran vysledného obdlznika
je v tomto pripade rovny 8x : 2x =4 : 1.

b) V tomto pripade plati

x-y:(Qas—él)(%—Fl).

Po tiprave dostdvame 0 = 2z — 2y — 4, teda 22 — 4 = 2y. Po druhej zmene mal obdlZnik
rozmery 2y a 4§ + 1. KedZe y je prirodzené cislo, plati 2y > ¥ + 1 a pri tretej zmene

musel obdlZnik skratit svoju stranu 4 + 1 na £. Pomer stran vysledného obdlznika je
. , , LY .

aj v tomto pripade rovny 2y : 5 =4 : 1.
Ndvrh hodnotenia. Po 3 bodoch za rozbor kazdej z moznosti: 1 bod za vyjadrenie vztahu medzi = a y
(napr. % — 4 = 8z); 1 bod za vyjadrenie rozmerov obdlznika po ich druhej zmene (napr. 2z + 1 a 8z);
1 bod za oznacenie kratsej strany a vyjadrenie vysledného pomeru.

Ak riesitel oznadi pri niektorej moznosti jeden rozmer za kratsi bez akejkolvek avahy, strhnite pri
hodnoteni tejto moznosti 1 bod.
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