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64. ro¢énik Matematickej olympiady
2014/2015 RieSenia tiloh skolského kola kategorie C

1. V obore redlnych cisel vyrieste sustavu rovnic

1+yl=2z-2,

12— 2| =2 — 22

(Jaroslav Svréek)

Riesenie. Prava strana prvej rovnice je nezaporné ¢islo, ¢o sa premietne do druhej
rovnice, pricom moézeme odstranit absoltitnu hodnotu. Aj prava strana druhej rovnice
je nezaporné ¢islo, ¢o sa s vyuzitim rovnosti |z —2| = |2 — z| premietne do tretej rovnice,
priom moézeme odstranit absolttnu hodnotu. Dané ststava mé potom tvar

1+y=2-2,

2—2=q0—2°

a odtial jednoduchym porovnanim dostéavame rovnicu

11— 2| =2 — 22

Pre 2 < 1 dostaneme rovnicu 1 —z = x — 22 ¢ize (1 —x)? = 0, ktorej rieSenie x = 1

ale predpokladu x < 1 nevyhovuje.

Pre = 1 vyjde rovnica z? = 1; z jej dvoch rieSeni = —1 a 2 = 1 predpokladu
x 2 1 vyhovuje iba x = 1.
7 danej stustavy potom jednoducho dopocitame hodnoty y = —1 a z = 2. Stastava

ma teda jediné rieSenie (z,y,z) = (1,—1,2).

Za systematické a uplné riesenie dajte 6 bodov. Za uhddnutie rieSenia (1, —1,2) dajte jeden bod.

2. Oznac¢me K a L postupne body stran BC' a AC' trojuholnika ABC, pre ktoré plati
|BK| = 3|BC|, |AL| = 3|AC|. Nech M je priesecnik tseciek AK a BL. Vypoditajte
pomer obsahov trojuholnikov ABM o ABC. (Pavel Novotny)

Riesenie. Oznac¢me v vysku trojuholnika ABC na stranu AB, v; vysku trojuholnika
ABM na stranu AB a ve vysku trojuholnika K'LM na stranu KL (obr.1). Z podob-
nosti trojuholnikov LKC a ABC (zarucenej vetou sus) vyplyva, ze |KL| = %|AB |.
Z porovnania ich vysok zo spolo¢ného vrcholu C' vidime, ze vyska v trojuholnika ABC
je rovna trojnasobku vzdialenosti priecky K L od strany AB, teda v = 3(v; +v2). Kedze
AK a BL st priecky rovnobeziek KL a AB, vyplyva zo zhodnosti prislichajicich
striedavych uhlov podobnost trojuholnikov ABM a KLM.
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Kedze |[KL| = 2|AB], je tiez vy = 2v1, a preto vy + vy = Jvy, CiZe

v = 3(v1 + v2) = 5.
Trojuholniky ABM a ABC maju spolo¢nu stranu AB, preto ich obsahy st v po-

.....

trojuholnika ABM.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Za urcenie pomeru podobnosti trojuholnikov ABM a KLM dajte 2
body, za urcenie pomeru podobnosti trojuholnikov ABC a LK C dajte 2 body, za zavereéné odvodenie
pomeru obsahov trojuholnikov ABM a ABC dajte 2 body.

3. Ndjdite najmensie prirodzené cislo n s cifernym suctom 8, ktoré sa rovnd sucinu
troch réznych prvocisel, pricom rozdiel dvoch najmensich z nich je 8.  (Tomas Jurik)

Riesenie. Hladané ¢islo n je stic¢inom troch réznych prvodisel, ktoré oznacéime p, g, r,
p < g <r. Cislo n = pgr mé ciferny saéet 8, ktory nie je delitelny tromi, preto ani n
nie je delitelné tromi. Napokon hladané ¢islo n nie je delitelné ani dvoma, pretoze by
muselo byt p =2 a ¢ = p + 8 = 10, ¢o nie je prvocislo. Musi teda byt p = 5.

Ak je p =5, je ¢ = p+ 8 = 13, takze r € {17,19,23,29,31,...} a n € {1105,
1235,1495,1885,2015,...}. V tejto mnozine je zrejme najmensie ¢islo s cifernym
suctom 8§ ¢islo 2015.

Ak je p > 5, je p = 11 najmensie prvocislo také, ze aj ¢ = p + 8 je prvocislo. Preto
p =11, ¢ =2 19, a teda r = 23, takze pre zodpovedajice ¢isla n plati n = 11-19 - 23 =
= 4807 > 2015.

Hladané ¢islo je n = 2015.

Za plné riesenie dajte 6 bodov. Za skusmé najdenie ¢isla n = 2015 dajte 2 body. Ak nebude dokazané,
ze pre p > 5 neexistuje mensie vyhovujice n, strhnite 2 body.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 14. februara.
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