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64. ro¢énik Matematickej olympiady
2014/2015 Riesenia tloh krajského kola kategorie Z9

Informécia pre krajsku komisiu MO:

Pri kazdej ulohe sa za akékolvek tiplné riesenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu
postupom, ktory sa odlisuje od vSetkych tu uvedenych rieSeni, ale tilohu nevyriesi uplne,
bodovacia schéma sa zvoli tak, aby ¢o najlepsie korespondovala s navrhom hodnotenia tu
uvedenym. Uspesnym riesitelom je ten ziak, ktory ziska 12 alebo viac bodov.

1. Peter, Martin a Juraj triafali do zvldstneho terca, ktory mal iba tri policka s navzdjom
roznymi hodnotami. KaZdy z chlapcov hddzal celkom desatkrdt a vidy trafil do terca.
Bodovy zisk z prvych osmich hodov mali vsetci traja chlapci rovnaky. Pri poslednych
dvoch hodoch trafil Juraj dvakrdt policko s najniZsou moznou hodnotou, Martin dvakrdat
policko so strednou hodnotou a Peter dvakrdt policko s najvyssou hodnotou. Aritmeticky
priemer vsetkych Martinovych hodov bol o 1 vicsi ako Jurajov priemer a Petrov priemer
bol o 1 vicsi ako Martinov priemer. Urcte vsetky mozné hodnoty policok na terci, ak
viete, Ze jedna z nich bola 12. (Erika Novotna)

Riesenie. Aritmeticky priemer vsetkych Martinovych hodov bol o 1 vacsi ako priemer
Jurajov a kazdy z chlapcov hadzal spolu desatkrat. Preto bol Martinov celkovy sucet
o 10 vacsi ako sucet Jurajov. Tieto celkové sucty sa pritom lisili iba o stcty poslednych
dvoch zasahov — Juraj trafil dvakrat policko s najmensou moznou hodnotou, Martin
dvakrat policko so strednou hodnotou. Preto bolo policko so strednou hodnotou o 5
vacsie ako policko s najmensou hodnotou.

Podobnym sposobom mozno zdovodnit, ze policko s najvic¢sou hodnotou bolo o 5
vicsie ako policko so strednou hodnotou. Jedna z hodnét tychto troch policok bola 12,
nevieme vsak, ¢i to bola ta4 najmensia, stredné alebo najvicsia. Do ivahy prichadzaja
nasledujuce tri moznosti hodnét policok na terci:

o 12,17, 22,
o 7,12, 17,
e 2,7 12.

Pozndmka. Stucet prvych 6smich hodov ktoréhokolvek z chlapcov oznac¢me S a nezname
hodnoty na terc¢i postupne j, m a p, pricom 7 < m < p. Pri tomto oznaceni mozno
zacdiatok predchadzajiceho rieSenia zapisat nasledovne:

S+2m S+2j

= 1
10 10 +4
2m = 2j + 10,
m = j+5.

Podobnym spdsobom mozno zdévodnit, ze p = m + 5.

Navrh hodnotenia. 4 body za objav a zdévodnenie zavislosti medzi hodnotami policok na terci; 2 body
za uvedenie vSetkych troch moznosti hodnét na terci.



2. V trojuholniku ABC lezia na strane AB body E a F. Obsah trojuholnika AEC je
1cm?, obsah trojuholnika EFC je 3cm? a obsah trojuholnika FBC je 2cm?. Bod T
je tazZiskom trojuholnika AFC a bod G je priesecnikom priamok CT a AB. Bod R je
taziskom trojuholnika EBC a bod H je prieseénikom priamok CR a AB. Uréte obsah
trojuholnika GHC'. (Eva Patakova)

Riesenie. Podmienkam zo zadania vyhovuje jediné usporiadanie bodov E a F na
usecke AB, pozri obrazok. Obsah trojuholnika ABC' je rovny stuc¢tu obsahov trojuhol-
nikov AEC, EFC a FBC, t.j.

SaBc = Sapc + Serc + Srpo =143 +2 =6 (cm?).
Ten isty obsah mozno vyjadrif ako stcéet obsahov trojuholnikov AGC, GHC a HBC.

Obsah prvého a tretieho trojuholnika odvodime zo zadania, potom Tahko ur¢ime obsah
trojuholnika GHC'.

A E G H F B
Usec¢ka CG je taznicou trojuholnika AFC, a ta deli tento trojuholnik na dva

trojuholniky s rovnakym obsahom. Pritom obsah trojuholnika AF'C' je sti¢tom obsahov
trojuholnikov AEC' a EFC, ktoré pozname. Plati teda

Sace = %(SAEC’ + Sprc) = %(1 +3) = 2 (cm?).
Podobnym spésobom mozno zdévodnit, Ze obsah trojuholnika H BC' je rovny
Supe = 5 (Sere + Srne) = 5(3+2) = 25 (em?).
Obsah trojuholnika GHC' je preto rovny

Scrc = Sapc — Sace — Supo =6 —2—2,5 = 1,5 (cm?).

Poznamka. Vsetky diskutované trojuholniky maji spolo¢nt vysku zo spoloc¢ného vr-
cholu C. Preto st pomery obsahov ktorychkolvek dvoch trojuholnikov rovnaké ako
pomery velkosti stran, ktoré sa protilahlé vrcholu C. Na urcéenie obsahu trojuholnika
GHC preto sta¢i urcit pomer dlzky strany GH vzhladom k dlzke strany niektorého
z trojuholnikov so zndmym obsahom:



Ak napr. oznacime |AFE| = a, tak |EF| = 3a a |FB| = 2a. Kedze CG je taznicou
trojuholnika AF'C' je bod G stredom tsecky AF'. Velkost tejto tsecky je |AF| = |AE|+
+ |EF| = 4a, teda |AG| = £|AF| = 2a. Podobne sa zdovodni, ze |[HB| = {(|EF| +
+ |FB|) = 2,5a. Velkost tsecky GH je preto rovna

\GH| = |AB| — |AG| — |HB| = (6 — 2 — 2,5)a = 1,5a.

Odtial vyplyva, ze Sgrc = 1,5 - Sarpc = 1,5 cm?.

Ndvrh hodnotenia. 1 bod za usporiadanie bodov F a F' na usecke AB (sta¢i néért); 2 body za zistenie,
ze usecka C'G, resp. C'H deli trojuholnik AFC, resp. EBC na dva trojuholniky s rovnakym obsahom;
3 body za odvodenie hladaného obsahu.

3. Urcte, akd je posledna cifra sucinu vsetkych pdrnych prirodzenych cisel, ktoré si
mensie ako 100 a ktoré nie si ndsobkami 10. (Marta Volfova)

Riesenie. Poslednéa cifra stéinu je dand len poslednymi ciframi ¢initelov. Pri rieSeni
ulohy preto budeme vo vypoctoch uvazovat iba posledné cifry. Podla zadania nasobime
desat Stvoric ¢initelov a v kazdej z nich st ¢initele konéiace ciframi 2, 4, 6 a 8. Stcin
2-4-6-8 ma na mieste jednotiek cifru 4. Pre zistenie poslednej cifry vysledku nésobenia
desiatich takych Stvoric sta¢i vynéasobit desat Stvoriek a pri ndsobeni sledovat iba
poslednu cifru:

Sucin 4-4 kondi cifrou 6, preto namiesto nasobenia desiatich $tvoriek sta¢i vynasobit
pit sestiek. Cislo 6 nasobené sebou samym dé opét ¢islo konéiace cifrou 6, a preto stéin
piatich Sestiek, a teda aj desiatich $tvoriek konéi cifrou 6. Hladané cifra je 6.

Iné rieSenie. Opif uvazujeme v sucinoch len posledné cifry. Mame zadanych desat
¢initelov konciacich cifrou 2, desat kondiacich cifrou 4, desat konciacich cifrou 6 a desaf
konéiacich cifrou 8. Postupne budeme uvazovat o kazdych desiatich ¢initeloch:

Pri nasobeni 2-2-2-2-2-2-2-2-2-2 sledujeme iba cifry na mieste jednotiek
a zistime, ze vysledok konci cifrou 4. Podobne zistime, ze stc¢in 4-4-4-4-4-4-4-4-4-4
kon¢i cifrou 6, su¢in 6-6-6-6-6-6-6-6-6-6 konci cifrou 6 a sacin 8-8-8-8-8-8-8-8-8-8
kon¢i cifrou 4. Poslednu cifru hlfadaného stcinu uré¢ime vyndsobenim prave zistenych
cifier, tzn. 4 - 6 - 6 - 4. Tento stéin kondi cifrou 6, teda hladana cifra je 6.
Ndvrh hodnotenia. 1 bod za objav, ze sta¢i uvazovat iba posledné cifry ¢initelov; 4 body za medzivy-

sledky a ich zddvodnenie (napr. 2 body za poslednt cifru st¢inu 2-4 -6 - 8 a 2 body za posledni cifru
mocniny 410); 1 bod za hladant cifru 6.

4. Dany je obdliznik ABCD, ktorého kratsia strana je AB. Urcte, pre ktoré body P
na priamke AD plati, Ze os uhla BPD prechddza bodom C'. Svoje tvrdenie zdovodnite
a popiste, ako by ste vietky také body zostrojili. (L. Ruzickova)

Riesenie. Striedavé uhly urcené prieckou PC dvoch rovnobeznych priamok AD a BC
st zhodné. Pritom bod P uréite lezi na polpriamke DA. (Keby totiz lezal na opad¢nej
polpriamke, tak by bod C' lezal mimo uhol BPD a os tohto uhla by nemohla bodom C'
prechadzat.) Preto st uhly DPC a PCB zhodné.

Podla zadania je priamka PC' osou uhla BPD, preto su aj uhly DPC a CPB
zhodné. Trojuholnik C'PB ma teda dva zhodné vnutorné uhly pri vrcholoch C a P,
preto je tento trojuholnik rovnoramenny s ramenami BC a BP.
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7 uvedeného vyplyva, Zze bod P je priese¢nikom polpriamky DA a kruznice so
stredom v bode B a polomerom |BC|. Vzhladom na podmienku |[AB| < |BC| tato
kruznica polpriamku DA pretina, a to v dvoch réznych bodoch (z ktorych jeden je
vnatornym bodom usecky AD).

D C

« Q k
Py B

a
A B

Py

Navrh hodnotenia. 2 body za objav a zdévodnenie zhodnosti uhlov DPC a PCB; 2 body za objav
a zdovodnenie vztahu |BP| = |BC|; 2 body za doriesenie tlohy vratane diskusie o pocte rieSeni.
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