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64. ro¢nik Matematickej olympiady
2014/2015 Riesenia tloh celostatneho kola kategorie A

1. Najdite vsetky stvorciferné cisla n také, Ze sucasne plati:
i) ¢islo n je sucinom troch réznych prvocisel;
i1) sucet najmensich dvoch z tychto prvocisel je rovny rozdielu najvicsich dvoch
z nich;
ii1) sucet vietkych troch prvocisel je rovny druhej mocnine iného prvodcisla.
(Radek Horensky)

RieSenie. Predpokladajme, e n spliia zadané podmienky, teda n = p - ¢ - r, pricom
p < q < r su prvocisla.

7 druhej podmienky vyplyva p+q =1r —q, t.j. r = p+ 2q. Prvodislo r je neparne,
preto je p # 2.

Podla tretej podmienky je p 4+ ¢ +r = 2p + 3¢ = s2, kde s je prvoéislo. Moznost
nie je delitelné tromi, a teda p # 3.

Z rovnosti 2p + 3¢ = s? tiez vyplyva, ze ¢islo 2p dava po deleni tromi zvysok 1,
pretoze ¢i uz dava s po deleni tromi zvy$ok 1 alebo 2, v oboch pripadoch déva s po
deleni tromi zvysSok 1. Prvocislo p teda dava po deleni tromi zvysok 2. VypiSme od
najmensich niekolko prvodisel, ktoré sme zatial nevylaéili ako mozné hodnoty p:

p € {5,11,17,23,29,41,...}.
Ak jep =17, tak ¢ =2 19 ar = p+ 2q = 55, ¢ize
n=pqr=17-19-55>15-15-50 = 225 - 50 > 200 - 50 = 10000,
¢o je v rozpore s predpokladom, Ze n je $tvorciferné.! Ostava teda vysetrit p € {5,11}.
Ak p = 11, z rovnosti 2p + 3¢ = s mame ¢ = %(82 — 22). Nasledujuca tabulka

udédva hodnoty ¢ pre najmensie prvoéiselné hodnoty s (s vynimkou pripadov s < 5, ked
vyjde ¢ < 0):

s ) 7 11 | 13 | 17 | 19
1 9 33 | 49 | 89 | 113

Zrejme pre rastice s budi hodnoty ¢ rast. Vidime, Ze pre s < 13 nevychadza ¢ prvodislo.
Pre hodnoty s = 17 je ¢ > 50, takze

n = pqr = 11¢(11 4+ 2¢) > 11-50- 111 > 10 - 50 - 100 = 50 000.

Stvorciferné hodnoty n teda pre p = 11 nedostaneme.
Ak p =5 mame ¢ = %(82 — 10). Zostrojime podobnu tabulku ako vyssie:

s ) 7 11 | 13 | 17 | 19
) 13 | 37 | 83 | 93 | 117

! Mohli sme samozrejme priamo napisat n = pgr = 17 -19 - 55 = 17765. Uvedeny vypocet len
demonstruje, ako postacujici odhad n = 10000 odvodit bez pracneho nasobenia.
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Pripad ¢ = 5 nevyhovuje podmienke p < q. Pre ¢ = 13 vyjde r = 31, dostavame teda
vyhovujicu hodnotun =513 - 31 = 2015 (13 aj 31 st skutoéne prvocisla). Pre s = 11
je q = 37, ¢ize

n=mpqr=>5q5+2q) =25-37-79>5-30-70 = 10500.

Ziadne dalsie rieSenia preto nedostaneme.

Odpoved. Jedingm moznym rieSenim je p =5, ¢ = 13 a r = 31, t.j. n = 2015.
Pozndmka. Pre zaujimavost poznamenajme, Ze jediné 5-ciferné, resp. 6-ciferné cislo
vyhovujice zadanym trom podmienkam je n =5-37-79 = 14615, resp. 29 - 37 - 103 =

= 110519. Ak by s nemuselo byt prvocislo, jediné dalsie vyhovujice ¢islo mensie ako
1000000 by bolo n =3 -73-149 = 32631.

2. Pre dané prirodzené cislo n urcte pocet ciest dizky 2n + 2 z bodu [0,0] do bodu
[n,n], ktoré Ziadnym bodom neprechddzaji viackrdt. Cestou dizky 2n + 2 z bodu [0, 0]
do bodu [n,n] rozumieme (2n + 2)-clenni postupnost

(AgA1, A1Ag, AsAs, - Aoy Aony2)

useciek spdjajucich dva susedné mrezZové body, pricom Ay = [0,0], Aspie = [n,n].
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Obr. 1

(Pavel Novotny)

Riesenie. Sturadnicovi ststavu majme orientovana Standardne, teda tak, ze x-ova os
smeruje zlava doprava a y-ova zdola nahor. V tomto kontexte budeme v rieSeni pre
prislusné smery pouzivat slové ,dolava‘“, ,doprava“, ,nahor“ a ,nadol.

Kazda cesta z bodu [0, 0] do bodu [n,n] musi obsahovat aspon n krokov smerom
doprava a aspoii n krokov nahor. Okrem tjchto 2n krokov musi cesta dizky 2n + 2
obsahovat este dva kroky, ktoré maji navzajom opacny smer. Vzhladom na to sa kazdéa
cesta dlzky 2n 4 2 da realizovat prave jednym z dvoch spdsobov:

a) n + 1 krokov doprava, jeden krok dolava, n krokov nahor;
b) n + 1 krokov nahor, jeden krok nadol, n krokov doprava.

Vzhladom na symetriu je zrejmé, Ze obe moznosti obsahuju rovnaky pocet ciest,
preto sa budeme zaoberat len moznostou a). Krok doprava ozna¢ime cifrou 1, krok
dolava cifrou 2, krok nahor cifrou 3. Hladdme pocet (2n + 2)-¢lennych postupnosti,
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ktoré obsahuju n + 1 jednotiek, jednu dvojku a n trojok. Jednotky moZeme umiestnit
(%I”jf) spdsobmi a dvojku na niektoré z (n 4+ 1) zvySnych miest, preto pocet takjch
postupnosti je

(n+1)(

Musime ale odratat tie postupnosti, v ktorych nasleduje dvojka bezprostredne za jed-
notkou alebo bezprostredne pred jednotkou — prave tieto postupnosti totiz prislichaja
takym cestam, na ktorych po niektorej tisecke prejdeme aspon dvakrat. Naozaj, ak
jednotka v postupnosti susedi s dvojkou, znamené to, Ze sme na ceste iSli v dvoch
po sebe iducich krokoch doprava a dolava (alebo naopak), teda sme presli po tej istej
usecke dvakrat. Naopak, ak dvojka (ktora je v postupnosti jedind) nesusedi s jednotkou,
je v postupnosti pred 1iou aj za 1iou trojka (pripadne z niektorej strany nie je ziadna
cifra, ak dvojkou postupnost zac¢ina alebo koné¢i), takze celd ¢ast cesty pred krokom
dolava sa nachadza nizsie a cela cast cesty po kroku dolava sa nachadza vyssie ako
usecka, po ktorej sme presli dolava (obr. 2). Tieto dve ¢asti st preto disjunktné a kedze
obe uz obsahuju len kroky nahor a doprava, po ziadnej tisecke v nich viac ako raz urcite
neprejdeme.

2n + 2
n+1)

Obr. 2

Jednotku a hned za nou dvojku moézeme umiestnit (2n + 1) sposobmi a zvysné
jednotky na voIné miesta (2:) sposobmi. Pocet postupnosti, v ktorych je dvojka bez-
prostredne za jednotkou, je teda

2n
2n+1 .
e+ ()

Taky isty je pocet postupnosti, v ktorych je dvojka bezprostredne pred jednotkou.
Postupnosti, v ktorych je trojica po sebe idicich ¢lenov 1,2,1 (tie prislichaja cestam,
na ktorych po niektorej tsecke prejdeme trikrat po sebe) s zardtané v oboch pripadoch,
musime ich teda raz odd¢itat. Ich pocet je 2n(27?__11)

Pocet vhodnych ciest typu a) je teda

e (22 s () e (7)) -
(L 2 o) ()

_ @42 (2n+2) +2n(2n _11) :2n(2n—1)

nl(n+1)  nl(n+1)! n— n—1




2n —1
a pocet vsetkych ciest je 4n< 1 )
n E—

Iné rieSenie. Pri oznaceni z prvého rieSenia pripustnej ceste typu a) prislicha postup-
nost, v ktorej nie su vedla seba jednotka a dvojka. To znamené, Ze postupnost alebo
obsahuje blok 323 alebo zac¢ina blokom 23 alebo kon¢i blokom 32. Odstranenim bloku
323 vznikne (2n — 1)-¢lenné postupnost obsahujica n + 1 jednotiek a n — 2 trojok.
Pocet takych postupnosti je (27::11) a blok 323 mozeme pridat ku kazdej 2n spésobmi.
Odstranenim zaciatoc¢ného bloku 23 alebo koncového bloku 32 vznikne 2n-¢lenna po-
stupnost obsahujtca n + 1 jednotiek a n — 1 trojok. Pocet takych postupnosti je (nzfl)
a ku kazdej mozeme pridat na zaciatok blok 23 alebo na koniec blok 32.

Pocet ciest typu a) je preto

2n —1 2n \ _ 2n(2n—1)! 2-(2n)! B
2n (n—l—l) 2 <n+1> T D)= T Dlm—1)

(2n)! (1+ 2 ) (2n)! ntl

T )n-2! " Th=1) T mrnln—2)! n—1_
(2n)!  (@2n)l-n _ [2n
Conlln—1!  nl-nl _n(n)

2
Pocet vsetkych ciest je teda 2n - ( n>
n

Poznamky. Pri druhom postupe treba osobitne preverit pripad n = 1, kedze vtedy nie
vSetky kombinacné ¢isla a tpravy vyssie davaja zmysel.

Zavere¢ny vzorec mozno dostat (v zavislosti od pouzitych tiprav) v réznych tvaroch,
tu sme uviedli len dva z nich.

3. V lubovolnom trojuholniku ABC', v ktorom taZnica z vrcholu C nie je kolmd na
stranu C A ani na stranu CB, oznacme X a'Y priesecniky osi tejto taznice s priamkami
CA a CB. Ndajdite vsetky také trojuholniky ABC, pre ktoré body A, B, X, Y leZia na
jednej kruznici. (Jan Mazak)

Riesenie. Pre velkosti stran a uhlov trojuholnika ABC budeme pouzivat Standardné
oznacenie. Dalej ozna¢me M stred strany AB. Bez ujmy na vseobecnosti predpokla-
dajme, ze |AC| < |BC|. V takom pripade je bod Y vnitornym bodom strany BC.
Uvazujme postupne vSetky mozné polohy bodu X vzhladom na body A, C' na priamke
AC.

Zrejme X # C. Ak X = A, tak body A, B, X, Y sua len trojicou réznych
bodov a ur¢ite lezia na jednej kruznici (ocividne totiZ nelezia na jednej priamke).
Trojuholnik ABC preto v tomto pripade vyhovuje zadaniu. Os faznice C' M prechédza
bodom A préave vtedy, ked |AC| = |AM]|. Teda medzi hladané trojuholniky patria
vietky trojuholniky, v ktorych ¢ = 2b (obr. 3).2

2 Vdaka trojuholnikovej nerovnosti a +b > ¢ pre kazdy trojuholnik spliiajtci ¢ = 2b plati a > b, takze
vietky takéto trojuholniky patria do uvazovaného pripadu |AC| < |BC|.
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Ak X lezi na polpriamke opa¢nej k polpriamke C'A (to sa stane prave vtedy, ked
je uhol AC'S tupy, obr.4), tak bod Y lezi vnutri trojuholnika ABX, takZe urcite nelezi
na kruznici opisanej tomuto trojuholniku. Ziadny trojuholnik ABC s takouto polohou
bodu X teda nevyhovuje zadaniu.

Ak X lezi vnutri strany AC (obr. 5a), lezia zadané body na jednej kruznici prave
vtedy, ked je Stvoruholnik ABYX tetivovy, t.j. ked a + [LXYB| = 180°, ¢o plati
prave vtedy, ked |{ XY C| = a. Rovnaku podmienku dostaneme aj v pripade, ze X je
vnatornym bodom polpriamky opacnej k polpriamke AC' (obr.5b), pretoze v takom
pripade je tetivovost Stvoruholnika XBYA ekvivalentnd so zhodnostou obvodovych
uhlov XYB a XAB, ktorych velkosti st 180° — [ XY C| a 180° — «.

Pre vyrieSenie ulohy teda potrebujeme najst také trojuholniky, pri ktorych X lezi
na polpriamke C'A a uhol XY C ma velkost «. V pripade, ze trojuholnik ABC je
rovnoramenny so zakladiiou AB, je § = « a priamka XY je zrejme rovnobezné s AB,
zo suhlasnych uhlov preto |[{ XY C| = « a trojuholnik vyhovuje zadaniu (bod X vtedy
lezi vnutri strany AC'). Uvazujme dalej len pripad |AC| < |BC|. Vtedy polpriamka C'M
pretne kolmicu na stranu AB vedenii bodom B v bode, ktory oznac¢ime P. Nech @ je
stred taznice CM a D je obraz bodu C v stredovej stmernosti podla M.
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Predpokladajme, ze X € CTZl a |[{XYC| = a. Z pravouhlého trojuholnika CQY
mame « < 90° a |[{BCP| = 90° — «. Zo stredovej stimernosti so stredom M vyplyva
|{DBA| =|£CAB| = «a, takze D lezi vnutri tsecky M P (obr.6) a |[{DBP| = 90° — a.
Trojuholniky DBP a BCP su teda podobné podla vety uu, z ¢oho dostévame

\DP|: |BP| = |BP|:|CP|, t.j. |DP|-|CP|=|BPJ. (1)

(Alternativne mozno na odvodenie tejto rovnosti namiesto podobnosti pouzit argument
s usekovym a obvodovym uhlom a mocnostou bodu P ku kruZnici opisanej trojuholniku
CDB.) Podla Pytagorovej vety je |[BP|? = |PM|?> — M B|?. Na druhej strane mame
|DP| - |CP| = (|PM| — |DM|)(|PM| + |[MC|) = |PM|?> — |MC|*>. Dosadenim do
(1) dostaneme po uprave |MB| = |[MC|. Preto kruznica s priemerom AB prechidza
bodom C, takze trojuholnik ABC ma pri vrchole C' pravy uhol.

Naopak, ak trojuholnik ABC ma pravy uhol pri vrchole C, tak C lezi na Talesovej
kruznici so stredom M a polomerom M B, takze trojuholnik BC'M je rovnoramenny
so zakladniou BC a |[{BCM| = |{CBM| = 90° — «, odkial [{XY C| = «a. Kedze uhol
ACM je ostry, lezi X na polpriamke C'A, a z uvedeného vyplyva, Ze trojuholnik ABC
vyhovuje zadaniu.

Zaver. Zhrnutim uvedenych vysledkov a pridanim rieseni prisltichajucich k pripadu
|AC| > |BC| dostéavame, Ze zadaniu vyhovuju:

e vsSetky rovnoramenné trojuholniky so zakladnou AB;

e vsetky pravouhlé trojuholniky s preponou AB;

zvysnych dvoch stran.
(Pravouhly rovnoramenny trojuholnik so zakladiiou AB je zahrnuty v prvom aj druhom
bode; pravouhly trojuholnik s preponou AB a s uhlom a = 60° alebo 8 = 60° je
zahrnuty v druhom aj trefom bode.)
Pomocou dlzok stran mozno tieto trojuholniky charakterizovat symbolicky pod-
mienkou
a=b V a2+ =c V ¢=2a V c=2b,

pripadne pomocou velkosti vntutornych uhlov podmienkou
a=p V y=90° V siny=2sina V siny=2sinp.
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Pozndamka. KIacovy poznatok, Ze pri polohe bodu X na polpriamke C'A z rovnosti
|£{XYC| = a vyplyva a = § alebo v = 90°, mozno odvodif mnohymi inymi spdsobmi.
Nacrtneme niekolko takych rieSeni, pricom uz nebudeme uvadzat zvys$na ¢ast postupu,
len dokazeme uvedentl implikaciu a niekedy preskocime detaily.

Iné riesenie. Zostrojme kolmicu ¢ na taznicu C'M vedenii bodom C'. T4 je rovnobezna
s osou XY danej faznice, takze tiez zviera so stranou BC uhol velkosti a (obr.7).

Al M |B
Obr.7

Z vlastnosti obvodovych a tsekovych uhlov vyplyva, ze t je dotycnicou kruznice k
opisanej trojuholniku ABC. Taznica C'M, kedZe je kolmicou na dotyénicu ¢, prechadza
stredom kruznice k. Ten vSak zaroven lezi na osi strany AB. Mo6zu nastat dva pripady:
bud je priamka C'M totozné s osou strany AB, odkial zrejme vyplyva a = 3, alebo
je stred kruznice k prienikom priamky C'M s osou strany AB, teda bodom M, z ¢oho
mame v = 90°.

Iné riesenie. Predpokladajme, Ze v # 90° a zostrojme péty vysok z vrcholov A, B,
ktoré oznacime postupne U, V. Tieto péty lezia na Téalesovej kruznici nad prieme-
rom AB a z tetivového Stvoruholnika ABUV (ak v < 90°), resp. ABVU (ak v > 90°)
dostaneme [AVUC| = «a a |[{UVC| = [ (obr.8a, resp. 8b). Takze priamka UV je
rovnobezna s XY, t.j. je kolma na taznicu CM. Avsak |MV| = |MU]| (lebo M je stred
Téalesovej kruznice nad priemerom AB), teda trojuholnik UV M je rovnoramenny so
zékladniou UV a priamka C'M, na ktorej lezi jeho vyska, je zaroven osou zakladne UV'.
Preto |CU| = |CV| a odtial a = §.

Obr. 8a

Iné rieSenie. Oznatme [CX| = [MX| =z a |CY| = |[MY| = y. Ak X lezi vnutri
strany AC' (obr.9a), je |[{AX M| = 180° — 2f a zo sinusovej vety v trojuholniku AM X

7



mame .
5C T L csin o

= dkial - .

sin(180° — 28) _ sima’ % T T 95in28

To isté vyjadrenie ziskame aj v pripade, ze X lezi na polpriamke opac¢nej k AC' (obr. 9b)
— vtedy m4 trojuholnik AM X pri vrcholoch A a X uhly s velkostami 180° — « a 2.
Analogicky odvodime y = ¢sin /2 sin 2a.

Obr. 9a

Z mocnosti bodu C' ku kruznici, na ktorej lezia body A, B, X, Y, mame z-b = y-a.
Dosadenim odvodenych vyjadreni dostavame

besina  acsin
2sin2f  2sin2a’

odkial sin 2c = sin 2.

(Vyuzili sme vztah asin S = bsin«, ktory vyplyva zo sinusovej vety.) Teda 2o = 203
alebo 2a + 28 = 180°. V prvom pripade je « = 8, v druhom v = 90°.

4. V obore redlnych cisel vyrieste sustavu rovnic

a(b® + ¢) = c(c + ab),
b(c* + a) = ala + be),
c(a® 4 b) = b(b + ca).

(Michal Rolinek)

Riesenie. Kazdu rovnicu upravime tak, aby ¢leny tretieho stupna boli nalavo a ¢leny
druhého stupna napravo. Po vynati spolo¢nych cinitelov pred zatvorku dostaneme
ekvivalentnu sustavu

ab(b—c¢) = ¢(c— a),

be(c —a) = ala — D), (1)

ca(a —b) = b(b— c).

Ak dve nezndme maji rovnakt hodnotu, napr. a = b, tak z tretej rovnice bud aj b = c,
alebo a = b = 0 a potom z prvej rovnice aj ¢ = 0. V oboch pripadoch je a = b = c. To
isté analogicky dostaneme, ak bude rovnaka ina dvojica neznamych. Dosadenim Tahko
overime, Ze trojica (t,t,t) je rieSenim pre kazdé t € R.

Ak je niektorda z premennych nulova, napr. a = 0, tak z prvej rovnice ¢ = 0
a nasledne z tretej rovnice aj b = 0. Podobne st vSetky tri premenné nulové aj ak b = 0
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alebo ak ¢ = 0. Trojica (0,0,0) je pritom zahrnutd uz medzi rieSeniami v predoslom
odseku.

Predpokladajme dalej, Ze trojica (a,b,c) je rieSenim, pri¢om Ziadne dve premenné
nie st rovnaké a ziadna premennd nie je nulova, t.j. vSetky c¢initele vo vSetkych rovni-
ciach v (1) st nenulové. Po vzajomnom vynésobeni tychto rovnic a vydeleni spolo¢nych
¢initelov mame abc = 1, z ¢oho po vynasobeni jednotlivych rovnic v (1) postupne ¢lenmi
¢, a, b dostavame rovnice

b—c=c*(c—a),
c—a=a*(a—0D),

a—b="0b*b-c).

Cinitele a2, b?, ¢? st kladné, preto vyrazy a — b, b — ¢, ¢ — a maju vsetky tri rovnaké
znamienko. To v8ak nie je mozné, kedZe ich stucet je nulovy. Ziadne dalSie rieSenie teda
neexistuje a jediné rieSenia su trojice (¢,t,t), t € R.

Iné rieSenie. Predpokladajme, Ze trojica (a,b,c) je rieSenim sustavy. Ak a = 0, tak
z prvej rovnice aj ¢ = 0 a potom z tretej rovnice b = 0. Podobne dostavame, ze ak je
ktorakolvek z premennych nulové, st nulové vsetky. Trojica (0,0,0) je naozaj rieSenim.
Dalej budeme predpokladat, Zze vsetky tri premenné st nenulové.

Vynéasobme prvi rovnicu ststavy premennou b a pripocitajme k nej druht rovnicu.
Upravami (odéitanim rovnakjch ¢lenov na oboch stranich a vydelenim nenulovou
premennou a) dostaneme

ab(b? 4 ¢) + b(c* + a) = be(c + ab) + ala + be),
ab® 4+ ab = ab’c + a2,
b+ b= bc+a. (2)

Vzhladom na to, Ze cyklickou zdmenou premennych sa rovnice povodnej ststavy ne-
zmenia, platia tiez rovnosti, ktoré dostaneme cyklickou zdmenou premennych v rovnosti
(2), ¢ize

A +ec=cfa+b, (3)
a®+a=a*+ec (4)

Z rovnosti (2), (3), (4) vyplyva, Ze vSetky tri premenné a, b, ¢ maji rovnaké
znamienko. Naozaj, ak st napr. obe premenné a, b kladné, tak prava strana v (3) je
kladnd, teda aj Tava strana musi byt kladnd, ¢o je mozné len pre ¢ > 0. Z rovnakej
uvahy vyplyva, ze ak a a b st zaporné, tak aj ¢ < 0. Analogicky dostaneme, ze ak
ktorékolvek dve premenné maji zhodné znamienko, mé také isté znamienko aj tretia
premenna.

Lahko mozno nahliadnut, Ze ak trojica (a, b, c) spliia rovnosti (2), (3), (4), spliia ich
aj trojica (—a, —b, —c). Stadi teda uvazovat len pripad, Ze vSetky premenné su kladné.
Séitanim rovnosti (2), (3), (4) dostaneme

a® + b + ¢ = a®b + b*c + a. (5)

Podla nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom trojice kladnych ¢isel
plati
3 313 3013 .3 3,31 43
a +c;+b > a2, b+l73+c > e, c+03+a )
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Séitanim tychto nerovnosti dostavame a> + b3 +c® > a?b+ b%c+ ca, pricom rovnost tu,
a teda aj v (5), plati len vtedy, ak plati vo v8etkych troch AG-nerovnostiach vyssie, t.j.
ked a = b = ¢. Tym sme dokazali, Ze rieSenim ststavy moze byt len trojica zhodnych
¢isel. Skugkou lahko overime, Ze kazdé taka trojica naozaj vyhovuje.

5. Danyj je trojuholnik ABC, ktorého kaZdé dve strany sa lisia aspori o dizku d > 0.
Oznacme T jeho tazisko, I stred kruznice vpisanej a o jej polomer. Dokdzte, Ze

2
Sarr + Sprr + Scir 2 ng,

pricom Sxyz oznacuje obsah trojuholnika XYZ. (Michal Rolinek)

RieSenie. Strany trojuholnika budeme oznacovat Standardne a, b, ¢; budeme tiez
pouzivat oznacenie v, pre velkost vySky trojuholnika na stranu a. Nech M je stred
strany BC a D priese¢nik strany BC' s osou uhla BAC. Trojuholniky AIT a AIM

Obr. 10

maju spoloéni vysku vedent z vrcholu [ a kedze tazisko T lezi v dvoch tretinach faznice
AM, je Sarr = %S arnv- Obsah trojuholnika AIM vyjadrime ako rozdiel obsahov
trojuholnikov DM A a DM, ktoré maju spolocnu stranu DM a ich vysky na tuto
stranu maju velkosti v,, resp. ¢ (obr.10). Mame teda

|DM|-v, |DM]-p

1
Sarv = Spma — Spur = = §|DM| : (Ua - Q)~

2 2
Podla znédmych vzorcov je
1 1 b b
SABc=§a'Ua=§(a+b+C)Q, odkial UQZMQ:Q—F +Cg.
a
Spojenim doposial odvodenych vztahov dostdvame
2 1 1 b+c
S =—.-—|DM|- (v, — o) = =|DM| - . 1
AIT = 3 2| |- (va — 0) 3| | a 0 (1)

Dlzku |DM| vyjadrime ako kladny rozdiel dlzky |BM| = ja a dlzky |BD|, ktoru
oznaéme x. Vieme, Z%e os uhla trojuholnika deli protilahlt stranu v pomere prilahlych
stran. Preto = : (a — z) = ¢ : b, odkial vyjadrime z:

xb = c(a — x),

z(b+ ¢) = ac,
Lo C
b+
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Takze

DM = Il = [Ja— 15 | = | V5 ag | = |56 79| = 56T
Dosadenim do (1) napokon
Analogicky odvodime
Sprr = 110—a|97 Scrr = 1|a—b|9-
6 6

PodTla zadania je kazdé z hodnot |a —b|, |b—c¢|, |c—a| aspoii d. Pritom zrejme najviicésia
z tychto troch hodnét je rovna stétu zvysnych dvoch, t.j. mé velkost aspon 2d. Plati
preto

2
~4d - o = Sdo,

(b=cl+lc—al+la—b)e 2 X

Sarr + Sprr + Scir =

S
| =

¢o bolo treba dokizaf.

6. Dané€ je prirodzené cislo n > 2. Urcte najvicsie celé cislo d, pre ktore plati nasle-
dujuce tvrdenie: Z lubovolnej n-prvkovej mnoZiny celych c¢isel mozZno vybrat tri rozne
neprazdne podmnoziny tak, Ze sucet prvkov kazZdej z mich je celociselnym ndsobkom
éisla d. (Vybrané podmmnoziny mozu mat spolocné proky.) (Jaromir Simsa)

RieSenie. Dané tvrdenie neplati pre ziadne d = n: stac¢i uvazit n-prvkovi mnozinu
zostavenu z celych cisel, ktoré po deleni ¢islom d davaju zvysok 1. Potom siicet prvkov
kazdej neprazdnej podmnoziny bude déavat po deleni d zvySok rovny poctu prvkov danej
podmnoziny, teda nebude ndsobkom d (s vynimkou pripadu, ked d = n a za podmnozinu
zoberieme celil n-prvkovi mnozinu — vtedy je vSak toto jedina ,,vyhovujica“ podmno-
Zina).

V druhej Gasti rieSenia ukazeme, Ze tvrdenie plati pre d = n — 1. V dalsom vyklade
vSetky uvazované mnoziny budt neprézdne, ich prvky buda celé ¢isla a s(X) bude
oznacovat sucet vSetkych prvkov danej mnoziny X.

Najskor dokdZeme (zname) tvrdenie, ze ak ma X aspon d prvkov, tak existuje Y C
C X s vlastnostou d | s(Y). Naozaj, ak vyberieme d réznych prvkov z1,...,24 € X,
tak v pripade, ze ziadny z d stuctov

1,1 +x2,... ,T1 +T2+ ... +24

nie je nadsobkom d, dva z nich, povedzme x1 + 22+ ...+ x; a v1 +x2 + ...+ x;, dédvaja
po deleni c¢islom d rovnaky zvysok. Ich rozdiel je potom nasobkom cisla d a zaroven je
sactom s(Y) pre vyhovujicu podmnozinu Y = {x; 41, Tit2,... ,2;}.

Vratime sa k dokazu tvrdenia zo zadania tlohy pre d = n — 1. Nech teda X je
lubovolnd mnozina majica n prvkov. Podla dokézaného poznatku ndjdeme mnozinu
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X1 C X takd, ze n—1 | s(X1). Zvolme nejaké z1 € Xj a pre (n—1)-prvkovi mnozinu X’ =
= X\ {z1} znova uplatnime poznatok: existuje mnozina Xy C X’ taka, ze n — 1| s(Xz).
Kedze z; € X; a 21 ¢ Xy, mame uz vybrané dve rézne podmnoziny X pozadovanej
vlastnosti. Tretiu podmnozinu X3 C X spliiajicu n — 1 | s(X3) teraz najdeme takto:
v pripade X; N Xy = ) zvolime X3 = X; U X3; v opa¢nom pripade, ked X; N X5 # (),
zvolime xo € X N Xs a eSte tretikrat uplatnime rovnaky poznatok, tentoraz na (n — 1)-
prvkovi mnozinu X" = X \ {z2}, a ndjdeme tak hladané X3 C X".

Odpoved. Hladané najvicsie d je rovné n — 1.

Pozndmka. Pre hodnotu d = n — 1 sa moze staf, ze pozadovana vlastnost budi mat
prave tri (rozne) podmnoziny n-prvkovej mnoziny X. Nastane to, ked ¢isla z n-prvkovej
mnoziny X budi po deleni ¢islom n — 1 déavat zvysky 1,1,1,...,1,0. Jedna vyhovujica
mnozina bude mat 1 prvok, druhd n — 1 prvkov a tretia (vSetkych) n prvkov.
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