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64. roénik Matematickej olympiady
2014/2015 Riesenia 1loh krajského kola kategorie C

1. Celé ¢isla od 1 do 9 rozdelime lubovolne na tri skupiny po troch a potom ¢isla v kaZdej
skupine medzi sebou vyndsobime.
a) Urcte tieto tri suciny, ok viete, Ze dva z nich sa rovnaji a si mengsie ako treti
SUCIN.
b) Predpokladajme, Ze jeden z troch sucinov, ktory oznacime S, je mensi ako dva
ostatné suciny (ktoré mozu byt rovnaké). Najdite najvicésiu mozni hodnotu S.
(Jaromir Sims3a)

Riesenie. Najskor vyjadrime sucin vsetkych deviatich ¢isel pomocou jeho rozkladu na
sucin prvocisel:

1-2:3-4.5-6-7-8-9=2"7-3*.5.7.
a) Oznacme dva z uvazovanych (réznych) sucinov S a @, pricom S < Q. Z rovnosti
S.8-Q=2"-3"5.7

vidime, Ze prvocisla 5 a 7 musia byt zastipené v sucine @, takze Q = 5-7 -z = 35z,
pricom z je jedno zo zvysnych &isel 1, 2, 3, 4, 6, 8 a 9. Dalej vidime, Ze v rozklade
doty¢ného x musi mat prvocislo 2 neparny exponent a prvocislo 3 parny exponent —
tomu vyhovuju iba ¢isla 2 a 8. Pre x = 2 ale vychddza Q = 35-2 = 70 < § =
= 23.32 = 72, ¢o odporuje predpokladu S < Q. Preto je nutne x = 8, pre ktoré
vychadza Q = 35-2 =280 a S% = 2% . 3% ¢ize S = 22 - 32 = 36. Trojica sucinov je teda
(36,36, 280).

Ostéva ukézaft, ze ziskanej trojici naozaj zodpoveda rozdelenie danych deviatich
Cisel na trojice:

S=1-4-9=36, S=2-3-6=36, Q=5-7-8=280.

b) Ozna¢me uvazované suéiny S, @ a R, pricom S < @ a S < R (nie je ale
vylucené, ze Q = R). V rieSeni Casti a) sme zistili, Ze plati rovnost

S-Q-R=170-72-72.

Ak teda ukaZzeme, Ze existuje rozdelenie ¢isel, pri ktorom S = 70 a R = Q = 72, bude
S = 70 hladana najvicSia hodnota, lebo keby pri niektorom rozdeleni platilo S = 71,
muselo by byt R =2 72 aj Q =2 72 atiez S-Q-R = 717272, ¢o zrejme odporuje
predchédzajicej rovnosti. Najst potrebné rozdelenie je jednoduché:

§=2.5-7=70, Q=1-8-9=72, R=3-4-6=T12.

Za systematické a Uplné rieSenie Casti a) dajte 3 body, z toho iba 1 bod za ndhodné, nezdévodnené
najdenie vysledku. Za systematické a plné rieSenie casti b) dajte 3 body, z toho iba 1 bod za ndhodné,
nezddvodnené najdenie vysledku.



2. V jednom policku sachovnice 8 X 8 je napisané ,—“ a v ostatnych polickach .+ “.

V jednom kroku mozZeme zmenit na opacné sucasne vsetky Styri znamienka v ktorom-
kolvek Stvorci 2 X 2 ma Sachovnici. Rozhodnite, ¢i po urcitom pocte krokov moze byt na
sachovnici oboch znamienok rovnaky pocet. (Jaromir Sims3a)

Riesenie. Pocty plusov a minusov v tabulke st na zac¢iatku 63 a 1, teda dve neparne
¢isla. V Tubovolnom $tvorci 2 x 2 moézu byt zastipené jednym zo sposobov 2 +2, 1+ 3
alebo 0 + 4 vo vhodnom poradi s¢itancov, ktoré sa po vykonanom kroku zmenia na
poradie opacné. Vidime teda, ze po jednom kroku sa celkové pocty plusov a minusov
v tabulke bud nemenia, alebo sa oba zmenia o 2, alebo sa oba zmenia o 4, takze to
stale buda dve neparne ¢isla ako na zaciatku. To znamend, Ze nikdy nemoze byt na
Sachovnici oboch znamienok rovnaky pocet, ¢ize parne cislo 32.

Za plné riesenie dajte 6 bodov. Za spravnu, ale nezdévodneni odpoved dajte 1 bod.

3. Dany je lichobeznik ABCD so zdkladriami AB, CD, pricom 2|AB| = 3|CD|.
a) Najdite bod P vnitri lichobeznika tak, aby obsahy trojuholnikov ABP a CDP
boli v pomere 3 : 1 a aj obsahy trojuholnikov BCP a DAP boli v pomere 3 : 1.
b) Pre ndjdeny bod P urcte postupny pomer obsahov trojuholnikov ABP, BCP,
CDP a DAP.
(Jaroslav Zhouf)

Riesenie. Predpokladajme, ze bod P ma pozadované vlastnosti. Priamka rovnobezna
so zakladnami lichobeznika a prechadzajica bodom P pretina ramend AD a BC
postupne v bodoch M a N (obr.1). Ozna¢me v vysku daného lichobeznika, v; vysku
trojuholnika CDP a vy vysku trojuholnika ABP.
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Obr. 1
a) Kedze obsahy trojuholnikov ABP a CDP st v pomere 3 : 1, plati
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7 vyznacenych dvojic podobnych pravouhlych trojuholnikov vyplyva, Ze v prave ur-
¢enom pomere 2 : 1 vysSok vs a vy deli aj bod M rameno AD a bod N rameno BC
(v pripade pravého uhla pri jednom z vrcholov A ¢ B je to zrejmé rovno). Tym je
konstrukcia bodov M a N, a teda aj iisecky M N urcenéa. Teraz zistime, v akom pomere
ju deli uvazovany bod P.



KedZe obsahy trojuholnikov BC'P a DAP st v pomere 3 : 1, plati

’NP|U1 |NP|U2> <|MP|’I)1 |MP’"U2)

: =3:1
< 2 + 2 2 + 2 3:1,

|NP|(U1 +UQ) . |MP|(U1 —|—U2)
2 ' 2

=3:1, INP|:|MP|=3:1.

Tym je konstrukcia (jediného) vyhovujiceho bodu P tplne opisana.

b) Dopliime trojuholnik DAC na rovnobeznik DAXC. Jeho strana CX deli
priecku M N na dve Casti, a kedze v; = %v, mozeme dlzku priecky M N vyjadrif ako
[MN| = |MY|+|YN| = [AX|+ 1| X B| = |CD| + L(|AB| - |CD|) = 1| AB| ¥ 2|CD| =
= I|CD|, lebo podla zadania plati |AB| = 2|CD|. Preto
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takze pre pomer obsahov trojuholnikov CDP a DAP plati

7 7
= (|CD|vy) : <ﬂ : \CD|.3U1) =1:5=8:7.

|CD|’U1 . |MP|(U1 —|—U2)
2 ' 2

Pomer obsahov trojuholnikov BC'P a C'DP je teda 21 : 8 a pomer obsahov trojuholni-
kov ABP a BCP je tak 24 : 21. Postupny pomer obsahov trojuholnikov ABP, BCP,
CDP a DAP je preto 24 :21:8: 7.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. V ¢asti a) dajte 1 bod za urdenie pomeru vy : v2 = 1: 2, 1 bod za

urcenie priecky MN a 1 bod za kone¢né uréenie bodu P. V ¢asti b) dajte 3 body, pricom strhnite
1 bod, ak nie je explicitne stanoveny postupny pomer 24 : 21 : 8 : 7.

4. Hovorime, Ze kladné redlne cislo je copaté, ak nie je prirodzené a vo svojom deka-
dickom zdpise obsahuje za desatinnou ciarkou iba konecne vela nenulovich cifier.
a) Najdite dve copaté ¢isla a, b také, Ze a - b = 2015.
b) Rozhodnite, ¢i existuji tri copaté cisla a, b, ¢ také, Ze ¢isla a-b, b-c a c-a si
vsetky prirodzené.

(Josef Tkadlec)

RieSenie. a) Takych dvojic copatych ¢isel je nekonecéne vela. Je to napr. dvojica
5 2
a:2015-§:5037,5, b:g:OA.

Podobne vyhovuje kazda z nekonec¢ne vela dvojic

5™ on
=2015-2—, b=_—
¢ on’ 5’

pricom m a n st lubovolné prirodzené ¢isla. Uvedené ¢islo @ méa n desatinnych miest,
¢islo b ich ma m.

b) Také trojica copatych ¢isel neexistuje.
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Kazdé copaté cislo, ktoré ma za desatinnou ciarkou poslednii nenulovi cifru na
k-tom mieste, t.j. na mieste radu 10~*, mézeme pre vhodné prirodzené &islo s zapisaf
ako s-107% (k = 1). Pritom s nie je delitelné desiatimi, moze teda byt delitelné iba
jednym z prvocisel 2 alebo 5, a to Tubovolnou jeho mocninou.

Stc¢inom dvoch copatych éisel a = s/10F a b = ¢/10' dostaneme prirodzené ¢islo
iba vtedy, ked je stéin st delitelny 10*T!, ¢ize ked jedno z ¢isel s, t je delitelné 2~+!
a druhé 5+ pricom k +1 > 2. Ak st teda a = s/10%, b = ¢/10', ¢ = u/10™ Tubovolné
copaté cisla také, ze suciny a - b a a - ¢ st prirodzené ¢isla, je z predchadzajicej ivahy
zrejmé, ze obe ¢isla t aj u musia byt bud obe neparne a delitelné piatimi, alebo naopak
obe parne a nedelitelné piatimi, takze ich sué¢in tu nemoze byt delitelny desiatimi, teda
stéin be = tu/10+™ nemdze byt cely.

Za plné riesenie dajte 6 bodov. Za vyrieSenie Casti a) dajte 2 body, za riadny dokaz v ¢asti b) dajte
4 body.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.
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