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64. ro¢nik Matematickej olympiady
2014/2015 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z8

1. Pismenkovy logik je hra pre dvoch hracov, ktord md nasledujice pravidla:

1. Prvy hrac¢ si mysli slovo zloZen€ z piatich pismen, v ktorom sa Ziadne pismeno
neopakuje.

2. Druhy hrdc¢ napise nejaké slovo z piatich pismen.

3. Prvy hrac¢ odpovie dvoma cislami — prvé éislo uddva, kolko pismen napisaného
slova sa zhoduje s myslenym slovom, t.j. stoja zdroven na spravnom mieste; druhé
¢islo uddva, kolko pismen napisaného slova je obsiahnutych v myslenom slove, ale
nestoja na spravnom mieste.

4. Kroky 2 a 3 sa opakuju, kym druhy hrdac¢ myslené slovo neuhddne.

Zaznam jednej hry dvoch kamardtov vyzeral nasledovne:

SONET 1 2
MUDRC 0 2
PLAST 0 2
KMOTR 0 4
ATOLY 1 1
DOGMA 0 2

V nasledujicom tahu bolo myslené slovo uhdadnuté. Urcte, ktoré slovo to bolo.

(Marta Volfova)

Napad. Najskor urcte, ktoré pismend sa v hladanom slove vyskytuju, resp. nevysky-
tuja.

Riesenie. Najskor urc¢ime, ktoré pismena sa v myslenom slove vyskytuji, potom
rozhodneme, na ktorych miestach.

Zo zaznamu hry vidime, ze v slove SONET sa vyskytuju tri a v slove MUDRC dve
hladané pismend. Vzhladom na to, Ze tieto dve slovd nemaju Ziadne pismeno spolo¢né,
hladané pitica pismen sa nachadza len medzi pismenami

S,O0,N,E, T,M, U, D, R, C.

Preto dve z hladanych pismen, ktoré si sucasne v slove PLAST, st prave pismena S a T.
Z rovnakého dovodu s $tyri z hladanych pismen, ktoré su stcasne v slove KMOTR,
prave pismena M, O, T a R. Hladana pética pismen je

S, M, O, T, R.

Vsetky ostatné pismend v uvedenom zézname hry odstranime a budeme uvazovat
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o poradi pismen v hladanom slove.

SO_ _T 1 2
M__R_ 0 2
- _ST 0 2
-MOTR 0 4
_TO - _ 1 1
~O_M_ 0 2

V piatom riadku st iba dve pismend, z ktorych jedno je na spravnom mieste. Pismeno O
to byt neméze, pretoze na rovnakom mieste sa vyskytuje aj v riadku predchédzajicom,
kde vsak na spravnom mieste nie je ziadne z napisanych pismen. Preto je na spravnom
mieste pismeno T a mézeme zacat dopliat hfadané slovo:

Y A

Jedno z pismen v prvom riadku je tiez na spravnom mieste. Pismeno O to byt nemoze,
pretoze druhé miesto je uZz obsadené. Pismeno T to tiez byt nemoze, pretoZe na
rovnakom mieste sa vyskytuje aj v tretom riadku, kde na spravnom mieste nie je Ziadne
z pismen. Preto musi byt na spravnom mieste pismeno S:

ST . _ _

Z druhého a $tvrtého riadku vieme, Ze pismeno R nemdze byt na Stvrtom ani na piatom
mieste. Prvé dve miesta st uz obsadené, preto R musi byt na trefom mieste:

STR _ _

Z posledného riadku vieme, Ze pismeno M nemoze byt na Stvrtom mieste. Prvé tri
miesta st obsadené, preto je M na piatom mieste a pre O ostava miesto Stvrté. Hladané

slovo je
STROM.

2. Sucet vsetkiych delitelov istého nepdarneho cisla je 78. Urcte, aky je sucet vsetkych
delitelov dvojndsobku tohto nezndmeho ¢isla. (Karel Pazourek)

Napad. Ako sa lisia vsetky delitele povodného ¢isla a jeho dvojnasobku?

Riesenie. Nezname ¢islo oznac¢ime N. Lubovolny delitel ¢isla 2N ma tvar c¢- d, pricom
¢ je nejaky delitel ¢isla 2 a d je nejaky delitel ¢isla N. Jediné delitele ¢isla 2 sa 1 a 2,
delitele ¢isla N st 1, N, prip. eSte nejaké dalSie ¢isla

d17d27"' 7dk7
o ktorych predpokladame, Ze sii navzajom rodzne. Delitele ¢isla 2N teda patria do
mnoziny

{1,dy,ds, ... ds, N,2,2d1,2ds,... ,2d;, 2N} (1)
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a podmienka zo zadania znamena
1+di+da+---+d,+N=T78.

Kedze ¢islo N je neparne, musia byt neparne aj vSetky jeho delitele 1, dq, da, ...,
di, N. Naopak, vSetky ¢isla 2,2dy,2ds, ... ,2dg, 2N st parne, takze prvky mnoziny (1)
st navzajom rozne ¢isla. Sucet vSetkych delitelov ¢isla 2NV je preto rovny

L4di+- - +dy+ N+2+2dy 4+ -+2dp +2N = 3-(1+dy +---+dj,+ N) = 3-78 = 234,

Iné rieSenie. Kazdé ¢islo je delitelné sebou samym a ¢islom 1. Preto nezname ¢islo,
ktoré méa sucet vsetkych svojich delitelov rovny 78, musi byt mensie ako 78. Vysku-
Sanim vSetkych neparnych ¢isel od 1 do 77 zistime, Ze tuto vlastnost maé iba ¢islo 45.
Dvojnasobkom je ¢islo 90 a jeho delitele st:

1,2, 3,5, 6,9, 10, 15, 18, 30, 45, 90.

Stucet tychto delitelov je 234.

3. V lichobezniku KLM N plati, Ze

o strany KL a MN siu rovnobezné,
o usecky KL a KM su zhodné,
o usecky KN, NM a ML siu navzajom zhodneé.

Urcte velkost uhla KN M. (Libuse Hozova)
Napad. Aky je stucet velkosti uhlov KNM a KLM?

Riesenie. Zo zadania vyplyva, ze lichobeznik K LM N je rovnoramenny a navyse je
uhloprieckou K M rozdeleny na dva rovnoramenné trojuholniky. Stucet velkosti vnutor-
nych uhlov v kazdom z tychto trojuholnikov je rovny 180°; stucet velkosti vntutornych
uhlov v danom lichobezniku je rovny 2 - 180° = 360°. Velkost hladaného uhla K N M
oznac¢ime . Pomocou neznamej o budeme vyjadrovat velkosti ostatnych uhlov v licho-
bezniku, kym nebudeme schopni tito nezndmu urdéit.

KedZe lichobeznik K LM N je rovnoramenny, s vnutorné uhly pri vrcholoch N
a M, resp. K a L zhodné, t.j.

a=|{KNM|=|{LMN|, resp. |[{LKN|=|{KLM|.

Sucet velkosti vSetkych tychto uhlov je 360°, preto je stucéet ktorychkolvek dvoch nez-
hodnych uhlov rovny 180°, teda

|{LKN|=|{KLM|=180° — a.
KedZe trojuholnik K LM je rovnoramenny, st vnutorné uhly pri zékladni zhodné, tzn.
|{KML|=|£{KLM|=180° — a.
Uhol KM N je rozdielom uhlov LM N a KM L, plati teda
|[{KMN|=«—(180° — o) = 2a — 180°.
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Kedze trojuholnik K M N je rovnoramenny, si vnutorné uhly pri zékladni zhodné, teda

|{MEKN|=|{KMN| = 20— 180°.

N 20— 180° 37
a 180° —

2a — 180° 180° — «
K L

Sucet velkosti vnutornych uhlov v trojuholniku KM N je 180°, dostavame tak
rovnicu s neznamou «, ktort doriesime:

5a — 360° = 180°,
b5a = 540°,
a = 108°.

Velkost uhla KN M je 108°.

Poznamka. Pri oznaceni ako na nasledujiicom obrazku mozeme vsetky vyssie uvedené
podmienky sformulovat takto:

a+2y=06+28=180°, fB+y=a, ~v+d=0.

7.M
a \\@

;
K L

S tymito podmienkami mozeme pracovat velmi réznorodo a niekedy modZze byt
vyhodné vyjadrit velkosti niektorych dalSich uhlov. Pre kontrolu uvddzame velkosti
vSetkych vyznacenych uhlov:

a=108°, B=7T2°, ~4=234=236°
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Iné riesenie. Lichobeznik K LM N sa da doplnit na pétuholnik K PLM N tak, aby
|LP| =|PK|=|KN|=|NM|=|ML|.
Zo zadania vyplyva, Ze pituholnik KPLMN je pravidelny. (Kedze |KL| = |KM|,

su trojuholniky LPK a KNM zhodné. Lichobezniky K LM N a KMLP su teda tiez
zhodné, a preto st vSetky vnatorné uhly v patuholniku K PLM N rovnaké.)

N M

P

Uhlopriecky KM a KL delia tento patuholnik na tri trojuholniky. Sucet velkosti
vanatornych uhlov v kazdom z tychto trojuholnikov je rovny 180°; suicet velkosti vnitor-
nych uhlov v pédtuholniku K PLM N je rovny 3-180° = 540°. KedZe st vSetky vnutorné
uhly zhodné, ma kazdy z nich velkost

Velkost uhla KN M je 108°.

Pozndmka. Obe uvedené riesenia boli zalozené na vete o sucte vnutornych uhlov
v trojuholniku. Z toho sme urcili stcet vnutornych uhlov v $pecifickom stvoruholniku,
resp. piatuholniku. VSeobecne plati, Ze sucet velkosti vnutornych uhlov v ITubovolnom
n-uholniku je rovny (n — 2) - 180°.

4. Adam md plni krabicu gulocok, ktoré su velké alebo malé, ¢ierne alebo biele. Pomer
poctu velkych a malych gulocok je 5 : 3. Medzi velkymi gulockami je pomer poctu
ciernych a bielych gulocok 1 : 2, medzi malymi gulockami je pomer poctu ciernych
a bielych 1 : 8. Aky je pomer poétu vsetkych ciernych a véetkych bielych gulocok?
(Michaela Petrova)

Napad. Najskor urc¢te pomer poctu velkych ¢iernych a malych ¢iernych guldcok.

Riesenie. Pomer poc¢tu velkych ¢iernych a velkych bielych gulocok je 1 : 2. To znamena,
ze medzi velkymi gul6ckami tvoria 1 diel ¢ierne a 2 diely biele gulocky. Z toho o.i.
vyplyva, Ze pocet vSetkych velkych guldcok je ndasobkom 3.
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Pomer po¢tu malych ¢iernych a malych bielych gulocok je 1 : 8. To znamena, Ze
medzi malymi gul6¢kami tvoria 1 diel ¢ierne a 8 dielov biele gulocky; pocet vSetkych
malych gulocok je teda nasobkom 9.

Keby boli diely, ktorymi sme porovnéavali farebné guldécky medzi velkymi a malymi,
rovnaké, bol by pomer poc¢tu vSetkych velkych a vSetkych malych guldécéok rovny 3 : 9 =
= 1: 3. Aby bol tento pomer 5 : 3, musi byt jeden diel, ktory sme pouzivali pre velké
velkych ¢iernych guloc¢ok musi byt pitkrat viac ako malych éiernych gulocéok.

V zavislosti od poétu malych ¢iernych gulocok (1 diel) st vSetky ostatné pocty
vyjadrené v nasledujicej tabulke:

gulocky velké malé celkom
Cierne 5 dielov 1 diel 6 dielov
biele 10 dielov 8 dielov 18 dielov
celkom 15 dielov 9 dielov

Pomer poctu vSetkych ¢iernych a vSetkych bielych gul6¢ok je teda rovny

6:18=1:3.

Pozndmka. Kazdy pomer moéZzeme podla potreby rozsirit. Pre lubovolné prirodzené éisla

a, b, c napr. plati
1 a 1 b

— =

2 2 8
Cisla a, b, ¢ predstavuji prave diely, pomocou ktorych sme porovnavali jednotlivé typy
gul6¢ok v predchadzajicom rieSeni:

5 _ 5¢
3 3¢

gulocky velké malé celkom
Cierne a b a+b
biele 2a 8b 2a + 8b
celkom 5c 3c

V tomto duchu mézeme uvedené riesenie formulovat tak, ze hladame ¢isla a, b, ¢, aby
platilo

3a =b5c, 9b=3c.

Z toho vidime, Ze ¢ musi byt nutne ndsobkom troch, ¢ize ¢ = 3d (pri¢om d je akékolvek
prirodzené ¢islo). Zvys$né dve ¢isla st potom rovné
a=>5d, b=d.

Po doplneni do tabulky dostavame taky isty zaver ako vyssie.



5. Priemer znamok, ktoré mali na vysvedcent Ziaci 8.A z matematiky, je presne 2,45.
Ak by sme nepocitali jednotku a trojku surodencov Michala a Aleny, ktori do triedy
prisli pred mesiacom, bol by priemer presne 2,5. Urcte, kolko Ziakov ma 8.A.

(Monika Dillingerova)

Napad. Vyjadrite informécie zo zadania pomocou poctu Ziakov v triede a suc¢tu ich
znamok z matematiky.

RieSenie. Priemerni znamku si moézeme predstavit tak, ze kazdy ziak ziskal prave
tuto znamku (aj ked zndmka 2,45 alebo 2,5 sa samozrejme nedéva). Pocet vSetkych
deti v 8.A oznacime n. Z toho dostavame, Ze stucet vSetkych znamok je jednak 2,45n,
jednak 14 3 4 2,5(n — 2). Riesime tak rovnicu:

2,45n =4+ 2,5n — 5,
0,05n =1,
n = 20.

Trieda 8.A ma 20 ziakov.

Poznamka. Ak sucet vSetkych zndmok oznac¢ime z, tak podla zadania plati

—4
Z_945 a 2" _95
n n—2

Cize
z2=245n a z=25(n—2)+4.

Porovnanim dvojakého vyjadrenia toho istého ¢isla z dostaneme rovnicu ako vyssie.

6. Pejko dostal od svojho pdna kvader zloZeny z mavzdjom rovnakych kociek cukru,
ktorych bolo nagmenej 1 000 a nanajvys 2 000. Pejko kocky cukru odjedal po jednotlivych
vrstvdch — prvy den odjedol jednu vrstvu spredu, druhy der jednu vrstvu sprava a treti
den jednu vrstvu zhora. Pritom v tychto troch vrstvdch bol zakaZdym rovnaky pocet
kociek. Zistite, kolko kociek mohol mat darovany kvader. Urcte vSetky moznosti.
(Erika Novotna)

Napad. Vyjadrite pocty postupne zjedenych kociek v zavislosti od rozmerov darova-
ného kvadra.

RiesSenie. Rozmery kvadra (v kockach cukru) oznadime z, y a z tak, aby predné stena
mala rozmery z X z, bo¢né stena y x z a horna stena x X y.

e Prvy den Pejko odjedol jednu vrstvu spredu, zjedol teda x - z kociek a rozmery
kvadra potom boli z x (y — 1) X z.

e Druhy den odjedol jednu vrstvu sprava, zjedol teda (y — 1) - z kociek a rozmery
kvadra sa zmensili na (z — 1) x (y — 1) x z.

e Treti den odjedol jednu vrstvu zhora, zjedol (z — 1) - (y — 1) kociek.
Kazdy den Pejko zjedol rovnaky pocet kociek, plati teda

zoz=Hy—-1)-z=(@-1)-(y—1).
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Kedze z, y, z st prirodzené ¢isla (a teda z # 0), z prvej rovnosti dostavame
r=y— 1.
Z toho vidime, 7ze y — 1 # 0, teda z druhej rovnosti dostavame
z=x—1=y—2.
Rozmery povodného kvadra teda boli (y — 1) x y x (y — 2) a podla zadania méa

platit
1000 (y—1)-y- (y—2) < 2000.
Postupnym skusanim sa rychlo presvedc¢ime, ze jediné rieSenia vyhovujtce tymto dvom

nerovnostiam zodpovedaji bud hodnote y = 12, alebo y = 13. Darovany kvader mohol
mat nasledujici pocet kociek:

11-12-10=1320 alebo 12-13-11=1716.
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