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63. roénik Matematickej olympiady Zadania tiloh vyberového sustredenia

(Stustredenie sa konalo 1. -8. 4. 2014.)

1. Nech S je kone¢nd mnozina kladnych celych ¢isel, ktord mé nasledujicu vlastnost.
Ak z je prvok mnoziny S, potom aj kazdy kladny delitel ¢isla x patri do mnoziny S.
Neprazdna podmnozina T mnoziny S sa nazyva dobrd, ak pre kazdé =, y € T, x > y
je podiel 2/y mocninou prvoéisla. Neprazdna podmnozina T mnoZiny S sa nazyva zld,
ak pre ziadne z, y € T, x > y nie je podiel x/y mocninou prvoéisla. Jednoprvkové
podmnoziny su zaroven dobré aj zlé. Nech k je velkost najvii¢sej dobrej podmnoziny
mnoziny S. Ukazte, Ze k je taktieZ najmensi mozny pocet po dvoch disjunktnych zlych
podmnozin mnoziny S, ktorych zjednotenim je S.

2. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC'. Nech Bj je bod na strane AC taky, ze B1B
je osou ostrého uhla ABC'. Kolmica z bodu B; na stranu BC' pretne kratsi obluk BC
kruznice opisanej trojuholniku ABC v bode K. Kolmica z bodu B na AK pretina AC

v bode L. Priamka By B pretina oblik AC' v bode M réznom od B. Dokazte, ze body
K, L, M lezia na jednej priamke.

3. Najdite vsetky funkcie f: R — R také, ze

f(f (@) —y) = fla) + f(fly) — f(-2) +=
pre vsetky z, y € R.

4. Body Ai, B; a (4 lezia po rade vo vnutri stran BC, CA a AB trojuholnika ABC.
Oznac¢me po rade Ay, By a Cy priesecniky BB; N CCy, CC; N AA; a AA; N BB;y.
Dokazte, ze ak styri trojuholniky C'By Ay, AC1 By, BA1Cy a AgByCy maju rovnaky
obsah rovny jednej, tak aj tri Stvoruholniky AByAyB,, BCyByC1 a CAyCyA; maja
rovnaky obsah. Najdite jeho velkost.

5. Oznac¢me «, 3, v uhly trojuholnika ABC'. Dokazte, ze ak plati

sina +sin 3 +siny e

cosa +cos 3 +cosy
tak potom mé& jeden z uhlov trojuholnika ABC velkost 60°.
6. Dokazte, ze kazdé prirodzené ¢islo k£ mozno jedinym sposobom vyjadrit v tvare
k=0b;-1'+0by-2!+ ...+ b, nl
kde b;, j =1,... ,n, st celé ¢isla, pre ktoré plati 0 < b; < j, b, # 0.
7. O postupnosti ay,as,... ,a214 je zname, ze

lay| =1 a lag+1| = lax + 1| pre kazdé k =1,...,2013.



Néajdite najmensiu moznta hodnotu vyrazu |a; + as + ... + a2013|-

8. Pre kazdé prirodzené ¢islo k£ > 1 najdite najmensie prirodzené ¢islo m > 1 také, ze
existuje polyném P(z) s celo¢iselnymi koeficientmi a vlastnostami:

e P(x) — 1 ma aspon jeden celoéiselny koreri,

e P(z) —m ma presne k celoiselnych korerov.

9. Na priamke AC trojuholnika ABC zvolime body M a N tak, aby |[AM| = |AB|,
|CN| = |BC| a body st na priamke v poradi M, A, C, N. KruZznice opisané troj-
uholnikom BCM a ABN sa pretinaju v bodoch B a K. Dokéazte, ze BK je osou uhla
ABC.

10. Pre nezéporné &isla a, b, ¢ so stétom 5 najdite maximum vyrazu a*b + b*c + c*a.

11. Na nekonecnej Sachovnici mame vyznacenych 100 policok, po ktorych sa méze
pohybovat veza. Medzi kazdou dvojicou vyznacenych policok sa da dostat koneénym
poctom tahov veZou. (Vezou mozeme tahat medzi lubovolnymi dvoma vyznacenymi
poli¢kami v rovnakom riadku alebo stipci.) Doké4zte, Ze vieme vyznadené policka rozdelit
na 50 dvojic tak, ze poli¢ka kazdej dvojice lezia v rovnakom riadku alebo stipci.

12. Radikdlom prirodzeného ¢isla N (ktory sa oznacuje rad(V)) sa nazyva stéin
vSetkych prvociselnych delitelov ¢isla N, ktoré sa berti v prvej mocnine. Napriklad
rad(120) = 2 - 3 -5 = 30. Existuje taka trojica po dvoch nesudelitelnych prirodzenych
¢isel A, B, C, ze plati A+ B = C a tiez C' > 1000 - rad(ABC)?

13. Na stranach AD a C'D rovnobeznika ABCD so stredom S zvolime postupne také
body P, @ aby platilo |[{ASP| = |{£CSQ| = |{ABC|. Dokéazte, ze

a) uhly ABP a C'BQ st zhodné,

b) priamky AQ a CP sa pretinaji na kruZnici opisanej trojuholniku ABC'.

14. Pre redlne po dvoch rozne a, b, ¢ dokdzte nerovnost

a—+c
a—cC

1\

2

a+b L
a—>b

c+b
c—b

a zistite kedy nastdva rovnost.

15. Mame Stvorcova tabulku 2014 x 2014, ktoré je ako torus. VpiSeme do nej ¢isla od 1
po 20142, kazdé prave raz. Najdite najvicsie také M, ze vzdy existuje dvojica susednych
policok (hranou) lisiaca sa aspon o M.

16. Najdite vsetky funkcie f:N — N také, ze pre vSetky a,b € N plati
a® + f(b) | af(a) +0.
(Symbol N oznac¢uje mnozinu vSetkych kladnych celych ¢isel.)

17. Dany je trojuholnik ABC' taky, ze |{ABC| > |{BCA|. Nech P, @ st také dva
rozne body na priamke AC, ze |{QBA| = |{PBA| = |BCA| a A lezi medzi P



a C. Predpokladajme, ze vnutri tsecky B(Q existuje bod D taky, ze |PB| |PD|.
Oznacme R priesecnik polpriamky AD a kruznice opisanej trojuholniku ABC' rézny od
A. Dokézte, ze |QB| = |QR).

sl

18. Sialeny vedec zostrojil armadu robotov. Problém je v tom, Ze niektoré dvojice
robotov sa nenavidia (nenavist je vzajomnd). Vzdy vsak s robotmi vie urobit jednu
z nasledujucich dvoch operacii:

(i) Ak nejaky robot nenavidi neparny pocet robotov, vedec ho moze znicit.

(ii) Vedec moze zdvojnésobit armadu tak, ze kazdy robot R sa rozdeli na dvoch robotov
R, a Rs. Pre kazdt dvojicu povodnych robotov R, (), ktori sa nenavideli, sa buda
nenavidiet roboti Ry, Q1 aj roboti Ry a Q2. Roboti Ry a Ry sa tiez nendvidia
pre kazdého povodného robota R. To sui vSetky dvojice robotov, ktoré sa budu
nenavidiet po zdvojnasobeni.

Dokézte, ze vedec vie po koneénom pocte operacii dostat arméadu robotov, v ktorej

neexistuje dvojica robotov, ktora sa nenavidi.



