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64. roénik Matematickej olympiady Zadania tiloh MEMO

(Sitaz sa konala 25.-31. 8. 2015.)
Sutaz jednotlivcov:

I-1. Najdite vsetky surjektivne funkcie f:N — N také, ze pre vSetky kladné celé cisla
a, b plati prave jedna z rovnosti

fla) = f(b),
fa+b) = min{f(a), f(b)}.

Pozndmky. Symbolom N oznacujeme mnozinu vsetkych kladnych celych ¢isel. Funkcia
f: X — Y sa nazyva surjektivna, ak pre kazdé y € Y existuje x € X také, ze f(z) = y.
(Svajciarsko)

I-2. Nech n = 3 je celé ¢islo. Vnitornd uhlopriecka jednoduchého n-uholnika je
uhlopriecka, ktora je celd vnutri tohto n-uholnika. Ozna¢me D(P) pocet vSetkych
vnutornych uhloprie¢ok jednoduchého n-uholnika P a D(n) najmensiu moznt hodnotu
D(Q), kde Q je jednoduchy n-uholnik. Dokazte, ze ziadne dve vnatorné uhlopriecky v P
sa nepretinaju (okrem moznych spoloénych koncov) prave vtedy, ked D(P) = D(n).

Poznamka. Jednoduchy n-uholnik je sdm seba nepretinajici mnohouholnik s n vrcholmi.
Mnohouholnik nie je nutne konvexny. (Slovinsko)

I-3. Nech ABCD je tetivovy stvoruholnik. Ozna¢me FE priesec¢nik priamok rovnobez-
nych s AC a BD prechadzajtacich bodmi B a A. Priamky EC' a ED pretinaji kruznicu
opisantu trojuholniku AEB znova v bodoch F' a GG. Dokézte, ze body C, D, F a G lezia
na jednej kruznici. (Slovensko, Patrik Bak)

I-4. Najdite vSetky dvojice kladnych celych ¢isel (m, n), pre ktoré existuju nestudelitelné

.....

a™ 4+ b
an + bn

je celé cislo. (Chorvatsko)
Sutaz druzstiev:

T-1. Dokézte, ze pre vSetky kladné realne ¢isla a, b, ¢ také, ze abc = 1, plati nerovnost

a N b N c §a2—|—b2+c2.
2b64+c2  2c+a?  2a+b2 3

(Chorvatsko)



T-2. Najdite vSetky funkcie f:R\ {0} — R\ {0} také, ze

fla?yf(x)) + f(1) = 2?f(z) + f(y)
plati pre vsetky nenulové redlne cisla = a y. (Slovensko, Patrik Bak)

T-3. V rade stoji n ziakov na pozicidch 1 az n. Kym sa uéitel pozera prec¢, niektori Ziaci
zmenia svoje pozicie. Ked sa ucitel pozrie spit, ziaci stoja znova v rade. Ak ziak, ktory
stal pdvodne na pozicii i, je teraz na pozicii j, hovorime, Ze sa posunul o |i — j| krokov.
Uréte najvicsi sucet krokov, o ktory sa mohli posuntt vsetci ziaci. (Slovinsko)

T-4. Nech N je kladné celé ¢islo. V kazdom z N? stvoréekov tabulky N x N je nakreslena
jedna uhlopriecka. Nakreslené uhlopriecky rozdelia tabulku N x N na K oblasti. Pre
kazdé N uréte najmensiu a najvic¢siu mozni hodnotu K. (Na obr. 1 je priklad pre N =

=3aK="1) (Chorvétsko)
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T-5. Nech ABC' je ostrouhly trojuholnik, pricom |[AB| > |AC|. Dokazte, Ze existuje
bod D s nasledujicou vlastnostou: Ak X a 'Y st také dva rézne body vnutri trojuholnika
ABC, 7e body B, C, X a Y lezia na jednej kruznici a plati

|{AXB| — |[{ACB| = |{CY A| — |[{CBA|,
tak priamka XY prechadza bodom D. (Slovensko, Patrik Bak)

T-6. Nech I je stred vpisanej kruznice trojuholnika ABC, pricom |AB| > |AC|.
Oznacme D priesecnik priamky Al so stranou BC'. Predpokladajme, ze bod P lezi na

usecke BC' a plati |PI| = |PD|. Ozna¢me J obraz bodu I v osovej simernosti podla osi
strany BC'. Nech @) je druhy priese¢nik kruznic opisanych trojuholnikom ABC a APD.
Dokazte, ze |[{BAQ| = |[LCAJ]|. (Slovensko, Patrik Bak)

T-7. Najdite vSetky usporiadané dvojice kladnych celych ¢isel (a,b) takych, ze plati
al 4+ b = ab + b2
(Svajéiarsko)

T-8. Nech n = 2 je celé ¢islo. Uréte pocet kladnych celych ¢isel m takych, ze m < n
am? + 1 je delitelné ¢islom n. (Chorvatsko)



