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65. ro¢nik Matematickej olympiady
2015/2016 Riesenia tloh krajského kola kategorie A

1. Na tabuli su napisané rozne kladné celé€ c¢isla. Ich aritmeticky priemer je desatinné
¢islo, ktorého desatinnd cast je presne 0,2016. Aki najmensSiu hodnotu moZe tento
priemer mat? (Patrik Bak)

RieSenie. Nech s je stcet ¢isel na tabuli, n je ich pocet a p je cela ¢ast aritmetického
priemeru. Potom plati rovnost

s 2016 126
n T 10000 7T 625
z ktorej roznasobenim vyjde

625(s — pn) = 126n.

Z toho vidime, ze 625 deli lavi stranu, takze musi delif aj prava. AvSak ¢isla 126 a 625
st nesudelitelné, a tak dokonca 625 | n. Uréite je preto n = 625.
Dalej vyuzijeme réznost ¢isel na tabuli na zistenie, Ze
_s 126 1+2+4...4n 126 n(n+1)/2 126 _ 625+1 126
P= 625 = n 625 n 625 = 2 625
Celé cislo p je teda aspon 313 a hodnota priemeru aspon 313,2016.
Ostava najst mnozinu d¢isel, ktorych aritmeticky priemer by sa tejto hodnote
presne rovnal. Volbou 625-prvkovej mnoziny {1,2,...,624, 751} dostavame aritmeticky
priemer

1+2+...46244751 312-625+ 751 126
625 625 313+ 625 313,2016

Odpoved. Najmensia mozna hodnota priemeru je 313,2016.

> 312.

Pozndmka. Priklad vyhovujicej mnoziny ¢isel s aritmetickym priemerom 313,2016 nie
je jediny. Ukazeme, ako jeden (vySSie uvedeny) priklad najst a ako vyzeraju vsetky
ostatné.

7 odvodeného odhadu

= 2 625

vyplyva, Ze hodnota p = 313 je mozna jedine pre n = 625, ked z rovnosti 625(s —pn) =
= 126n dosadenim oboch hodnot p a n dostaneme s = 126 + 625 - 313. Taky sucet
prvkov charakterizuje vSetky hladané (ako vieme 625-prvkové) mnoziny prirodzenych
Cisel. Kedze 625 - 313 je stcet ¢isel mnoziny {1,2,...,625}, vyhovujicu mnozinu z nej
+ 126 = 751. Dodajme, Ze na dosiahnutie ciela méZzeme takt operaciu tiez spravif
s lubovolnym prvkom i uvedenej mnoziny spliajicim ¢ = 500 (pripomenme, Ze ¢isla
na tabuli boli rézne), alebo zodpovedajico zvicsit dve ¢i viac ¢isel sucasne (tak mozno
napriklad dostat vyhovujicu mnozinu {1,2,...,499,501,...,625,626}).

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Dva body dajte za zostrojenie mnoziny s priemerom rovnym 313,2016
a zvys$né $tyri za odvodenie, Ze nizsi priemer sa dosiahnut neda. Zo styroch bodov uréenych pre druha
Cast dajte dva za dokaz, ze pocet éisel na tabuli je aspon 625 (stac¢i aj vztah 625 | n), jeden za
vyuzitie roznosti ¢isel na dolny odhad priemeru &islom (n + 1)/2 a jeden bod za skombinovanie oboch
vysledkov. Ak riesitel nespomenie nestudelitelnost ¢isel 126 a 625, body nestrhévajte. Tiez netrestajte,

ak riesitelom zostrojend mnozina nevyhovuje iba vinou drobnej aritmetickej chyby (napriklad éislo 751
z nasho prikladu je zamenené ¢islom 750).



2. Dany je $tvorec ABCD so stranou dizky 1. Na jeho strane CD zvolime bod E tak,
aby platilo | BAE| = 60°. Dalej zvolme lubovolny vnitorny bod tsecky AE a oznacme
ho X. Bodom X potom vedme kolmicu na priamku BX a jej priesecnik s priamkou BC
oznacme Y . Akd je najmensia moznd dizka tisecky BY ? (Michal Rolinek)

Riesenie. Nech X a Y st Iubovolné dva body opisané v zadani. Uvazujme Télesovu
kruznicu nad priemerom BY opisant pravouhlému trojuholniku BY X. Ta obsahuje
bod X tsecky AFE a zaroven sa v bode B dotyka priamky AB. Zo vSetkych takych
kruznic ma zrejme najmensi priemer kruznica k, ktora méa s useckou AFE spolo¢ny iba
jeden bod, teda sa jej dotyka, a je preto vpisand do rovnostranného trojuholnika AA'F,
pricom A’ je obraz bodu A v stredovej stmernosti podla vrcholu B a F lezi na
polpriamke BC (pozri obr. 1, kde je vykreslena aj jedna z tych kruznic s dotyénicou AB
v bode B, ktoré maji mensi polomer ako kruznica k, a tak k tsecke AF  nedosahuja®).
Kedze stred kruznice k je zaroveni taziskom trojuholnika AA’F so stranami dlzky 2, ma
jej priemer dlzku |BY| = % 3 a zodpovedajuci bod X je stredom strany AF, takze
naozaj patri usetke AE, pretoze |AX| =1 < |AE]|.

Obr. 1

Odpoved. Najmensia mozné dizka tsecky BY je %\/5

Iné riesenie. Vezmime Iubovolné pripustné body X a Y, ozna¢me X, p#tu kolmice
z bodu X na AB a polozme |AX| = 2z. Trojuholnik AX X, ma vnatorné uhly
s velkostami 30°, 60° a 90°, takze |[AXo| = z, |XoB| = 1 — 2 a |XX,| = V3z. Podla
Pytagorovej vety pre trojuholnik X XoB potom plati |BX|?> = 422 — 2z + 1. Navyse
pravouhlé trojuholniky X XoB a BXY st podobné (uhly XoXB a YBX st zhodné
striedavé uhly priecky BX rovnobeziek BY a X Xj), a my tak mézeme vyjadrit dizku
usecky BY ako

IBX| 42> -224+1 /3 1
BY| = |BX]| - = = (1w+ - -2).
| =1 | | X Xo V3z 3 x
Podla AG-nerovnosti navyse plati 4z + 1/z = 4, takZe |BY| = 21/3. Kedze rovnost
nastava v pripade, ze 4z = 1/x, t.j. © = %, ¢ize |AX| = 2z =1 < |AE|, bod X je
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vtedy naozaj bodom usecky AE. Hodnota |BY| = %\/§ je preto dosiahnutelnd, a teda
je zaroven hladanym minimom.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za uréenie bodov X a Y takych, ze |BY| = %\/3, dajte dva body,
pritom v pripade, Ze riesitel Gplne zabudne uviest, pre¢o nim najdeny bod X lezi na tsecke AF, dajte
iba jeden bod. Zvysné styri body dajte za dokaz, ze niz$ia hodnota sa dosiahnut neda. Ak postupuje
riesitel vypoétom, dajte dva body za vyjadrenie dizky tsecky BY pomocou akéhokolvek parametra
ur¢ujtceho polohu bodu X (dlzka AX, uhol ABX a pod.).

3. Kolkymi sposobmi sa dd rozdelit mnozina {1,2,...,12} na Sest disjunktnych dvojprv-
kovych podmnozin takyjch, Ze kaZdd z nich obsahuje navzdjom nesidelitelné cisla (teda
také, ktoré nemaji spoloéného delitela vicsieho ako 1)? (Martin Panak)

RieSenie. Ziadne dve parne &isla nemézu byt v tej istej zo Siestich dvojprvkovych
podmnozin (nazyvajme ich dalej ,pary“), a my sa tak moZeme obmedzit na také
rozdelenia mnoziny {1,2,...,12} (nazyvajme ich pdrnonepdrne), v ktorych su pary
tvorené vzdy jednym parnym a jednym neparnym ¢islom. Dalsie obmedzenie je, Ze
k ¢islu 6 ani k ¢islu 12 nesmieme priradit ¢isla 3 a 9; k ¢islu 10 nesmie byt priradené
¢islo 5. Pocet vyhovujicich parnoneparnych rozdeleni uré¢ime dvoma spdsobmi.

Prvy sposob. Jednotlivym neparnym c¢islam od 1 do 11 najskdér urc¢ime potencidlnych
parnych ,partnerov“. Pre ¢isla 1, 7 a 11 tvoria mnozinu {2,4,6, 8,10, 12}, pre ¢isla 3
a 9 mnozinu {2,4,8,10} a pre ¢islo 5 mnozinu {2,4,6,8,12}. Z toho je vidno, Ze na
urcenie poctu vsetkych vyhovujicich vyberov parnych partnerov nemézeme priamo
uplatnit pravidlo stéinu, nech uz by sme vyber uskutoc¢iovali postupne pre dané
neparne ¢isla v akomkolvek poradi. Pre ,naddejné“ poradie (5, 3,9,1,7,11) vSak pravidlo
stcinu zafunguje, ak najskor rozlisime, ¢i je ¢islu 5 priradené ¢islo z {6, 12}, alebo ¢islo
z {2,4,8}.1 Moznosti je teda 2-4-3-3-2-1 = 144 v pripade prvom a 3-3-2-3-2-1 = 108
v druhom. Spolu tak mame 144 + 108 = 252 moznosti.

Druhy sposob. Kedze pri paArnoneparnom rozdeleni musi byt kazdé zo Siestich neparnych
Cisel v pére s inym zo Siestich parnych ¢isel, je pocet vsetkych takych (vyhovujtcich
aj nevyhovujucich) rozdeleni rovny 6! = 720. Spoc¢itame teraz, kolko z tychto parnone-
parnych rozdeleni je nevyhovujacich.

Vsetky nevyhovujiice parnoneparne rozdelenia tvoria zrejme mnozinu Mg U M;o U
U My, pricom Mg je mnozina tych parnoneparnych rozdeleni mnoziny {1,2,...,12},
v ktorych je s ¢islom 6 v pare cislo 3 alebo 9, M;s je mnozina parnoneparnych
rozdeleni, v ktorych je s cislom 12 ¢islo 3 alebo 9 a napokon My je mnozina tych
rozdeleni, v ktorych je s ¢islom 10 v pére ¢islo 5. Velkost zjednotenia Mg U M1 U Myq je
podla principu inklazie a exklizie, ktorého platnost mozno pre tri mnoziny nahliadnut
pomocou Vennovho diagramu (obr. 2), rovna

|Ms| + |Mi2| + |[Mio| — [Ms N Mi2| — |[Mg N Mig| — M1z N Myg| + |Mg N Mio N Myg| =
=2-514+2.51+51—2.41 —2.41 —2 .41 + 2. 3! = 468.

KedZe vsetkych parnoneparnych rozdeleni je 720 a nevyhovujucich je 468, pocet vyho-
vujucich je 720 — 468 = 252.

! K tomuto rozboru sme motivovani prienikom uréenych mnozin {2,4,6,8,12} a {2,4,8,10}.
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Obr. 2

Za tplné riesenie dajte 6 bodov. Ak riesitel spravne uréi vysledok v ,kombinatorickom tvare“ (napr.
ako2-4-3-3-2-143-3-2-3-2-1) a dopusti sa chyby iba pri jeho vy¢isleni, dajte pat bodov.
Ak predlozi funkény sposob, ako sa dopocitat k vysledku (iny ako vypis vSetkych moznosti), a rieSenie
nedokonci alebo v jeho priebehu pochybi, dajte nanajvys tri body. Za pozorovanie o parnoneparnych
rozdeleniach ani za vypis sudelitelnych dvojic body neudelujte.

4. Urcte najmendsie redlne c¢islo m, pre ktoré mozZno ndjst redlne c¢isla a a b tak, aby
nerovnost
2% 4+ ax + b] < m(z® + 1)

platila pre kaZdé x € (—1,1). (Jaromir Simsa)

RieSenie. Predpokladajme, Ze &isla a, b, m spliiaji podmienku

Vo € (—1,1): |f(z)| £ m(z* +1), pricom f(z)=2>+ax+b.

rovny jednej: pre fubovolnt funkciu f(x) = 22 + az + b je totiz
fO)=b, f(1)=14a+b, f(-1)=1-a+b,

takze
max(f(1) — f(0), f(=1) — f(0)) =max(1l +a,1 —a) =1+ |a| = 1.

Predpoklad z ivodu rieSenia znamena, ze | f(1)| < 2m, |f(—1)| < 2m a |f(0)| < m.
Preto bud

1= 1+ |af = f(1) = f(0) = [f()] + [f(0)] = 2m +m = 3m, (1)

alebo
11+ lal = f(=1) = f(0) = [f(=D)] + [f(0)] = 2m + m = 3m. (2)

V oboch pripadoch dostdvame odhad m = %

Pokusime sa ukazaf, ze m = % spliia poziadavky tlohy. Pre také m v (1) alebo
(2) plati v8ade rovnost, takze musi byt a = 0, —f(0) = [f(0)] a |f(0)] = m = %,
¢ize b = f(0) = —%. Zdoraznime, Ze pre ndjdené hodnoty m, a, b zatial ni¢ nevieme
o platnosti nerovnosti zo zadania tlohy pre hodnoty = € (—1,1) rézne od ¢isel —1, 0
a 1, o ktorych sme doposial vobec neuvazovali.
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Overme teda, Ze najdena funkcia f(z) = 22— % pre m = % podmienky tlohy spliia:

Nerovnost |22 — | < +(22 + 1) je ekvivalentnd s nerovnostami
<

—— (2 +1) < 2? - (z24+1), ¢ize —22-1Z<322-1Z22+1

Wl =

1
3
a tie st ekvivalentné s nerovnostami 0 < 22 < 1, ktoré st na intervale (—1,1) zrejme
splnené.

Odpoved. Hladané najmensie m je rovné zlomku 3.

Za 1plné riesenie dajte 6 bodov. Za néjdenie hodndt parametrov a, b pre m = 1/3 dajte jeden bod,
dalsi (druhy) bod potom dajte za priame overenie vztahu zo zadania. Za odvodenie nutnej podmienky
m 2 1/3 dajte styri body. Ak nahradi riesitel algebraické pouzitie trojuholnikovej nerovnosti obdob-
nou geometrickou ivahou, body nestrhivajte. Naopak za tuvahy o tvare grafu kvadratickej funkcie
(napriklad mléky vyuzivajice jej konvexnost) body neudelujte, ak nie st tieto Gvahy sprevddzané
dodato¢nymi argumentmi.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov. Pri kazdej tilohe sa
za akékolvek tplné riesenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu postupom, ktory sa
odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieseni, ale 1llohu nevyriesi uiplne, bodovacia schéma
sa zvoli tak, aby ¢o najlepsie korespondovala so schémami uvedenymi v tomto letaku.
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