skmo.sk

65. ro¢nik Matematickej olympiady
2015/2016 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z9

1. Objem vody v mestskom bazéne s obdlznikovym dnom je 6998,/ hektolitrov. Pro-
pagacny letdk wvddza, Ze keby sme chceli vsetku vodu z bazéna preliat do pravidelného
$tvorbokého hranola s hranou podstavy rovnajicou sa priemernej hlbke bazéna, musel
by byt hranol vysoky ako blizky televizny vysielac a potom by bol naplneny aZ po okraj.
Doddvame, Ze keby sme chceli preplavat vzdialenost rovnaki, ako je vyska vysielaca,
museli by sme prepldvat bud osem diZok, alebo péitndst $irok bazéna. Aky vysoky je
vysielac? (Libor Simiinek)

Napad. Odvodte najskor vzfah medzi v§skou vysielaca a priemernou hibkou bazéna.

RieSenie. Vsetky dlzky budeme vyjadrovat v metroch, a to pri tomto oznaceni: h =
= priemerna hibka bazéna, d = dizka bazéna, § = §irka bazéna, v = vyska vysielaca.
Objem bazéna preto vyjadrime v metroch kubickych: 6998,4 hl = 699,84 m®. Informacie
v zadani sa daju zapisat nasledujicimi rovnicami:

69984 =h-5-d=wv-h? (1)
v =8d = 155. (2)

Z rovnosti (2) modzeme vyjadrit d = v/8 a § = v/15. Po dosadeni do jednej z rovnosti
v (1), vydeleni h, resp. v (ktoré st uréite nenulové) a tiprave dostéavame:

vovo oy

homg=u
/l}_
120 7
v = 120h

Tento vztah dosadime do inej rovnosti v (1) a zistime hodnotu neznamej h:

699,84 = 120h - h?,
5,832 = h3,
h=1,8.

Vysielac je vysoky v = 120 - 1,8 = 216 metrov.

2. Uzasngm cislom nazveme také pdrne c¢islo, ktorého rozklad na sicin prvocisel md
prdve tri nie nutne rozne cinitele a sucet vsetkiych jeho delitelov je rovny dvojndsobku
tohto cisla. Najdite vsetky uZasné cisla. (Martin Mach)

Napad. Kolko najviac delitelov moze mat ¢islo, ktoré je sic¢inom troch nie nutne
roznych prvocisel?

Riesenie. Kedze Gizasné ¢islo je parne, aspon jeden z jeho prvociselnych delitelov je 2;
zvys$né dva prvociselné delitele oznaéme b a c. Uzasné ¢islo je teda rovné suéinu 2bc.
Vsetky delitele takéhoto ¢isla st 1, 2, b, ¢, 2b, 2¢, be, 2bc, pricom niektoré z tychto c¢isel
sa mozu rovnat. Postupne rozoberieme vSetky moznosti podla poc¢tu a typu roznych
prvociselnych delitelov.



a) Predpokladajme, ze vSetky prvociselné delitele st rovnaké, teda b = ¢ = 2.
V takom pripade by tzasné ¢islo bolo 8 a vsetky jeho delitele by boli 1, 2, 4, 8. Sucet
vSetkych delitelov by bol 15, ¢o nie je dvojnésobok ¢isla 8. Pripad b = ¢ = 2 teda nie
je mozny.

b) Predpokladajme, Zze dva prvociselné delitele st rovné 2, teda b = 2. V takom
pripade by tzasné ¢islo bolo 4c¢ a vsetky jeho delitele by boli 1, 2, ¢, 4, 2¢, 4c. Sucet
vetkych delitelov by bol 7 4 7¢ a podla zadania méa platit

7+ T7c = 8c.

To plati prave vtedy, ked ¢ = 7; zodpovedajice tzasné ¢islo je 4c = 28.
c) Predpokladajme, Ze dva prvociselné delitele st rovnaké, ale oba rozne od 2, teda

b= c # 2. V takom pripade by tizasné &islo bolo 2b? a vsetky jeho delitele by boli 1, 2,
b, 2b, b2, 2b%. Stcet vietkych delitelov by bol 3 + 3b + 3b? a podla zadania méa platit

3+ 3b + 3b% = 4b,
3(1+0b) = b2

Cislo nalavo je ndsobkom é&isla 3, preto éislo napravo mé tiez byt nasobkom 3. Vzhladom
na to, ze b je prvocislo, muselo by byt b = 3. V takom pripade by vSak nalavo bolo
3 -4 = 12, zatial ¢o napravo 32 = 9. Pripad b = ¢ # 2 teda nie je moZny.

d) Predpokladajme, ze prvociselné delitele st navzajom rozne, teda 2 # b # ¢ # 2.
V takom pripade by tzasné ¢islo bolo 2bc a vSetky jeho delitele by boli 1, 2, b, ¢, 20,
2¢, be, 2be. Sucet vetkych delitelov by bol 3 + 3b + 3¢ + 3bc a podla zadania ma platit

3+ 3b+ 3¢ + 3bc = 4bc,
3(14+b+c)=bc.

Cislo nalavo je ndsobkom ¢isla 3, preto ¢islo napravo ma tiez byt nasobkom 3. Vzhladom
na to, ze b a ¢ su prvocisla, muselo by byt bud b = 3, alebo ¢ = 3. Pre b = 3 by
predchédzajica rovnost presla na 3-(4+ ¢) = 3¢, ¢o vSak neplati pre ziadne c. Diskusia
pre ¢ = 3 je obdobné. Pripad b # ¢ # 2 teda nie je mozny.
Jediné uzasné cislo je 28.

Pozndmka. Nemoznost pripadu ¢) moze byt zdovodnena aj takto: Kazdé prvoéislo b # 2
je neparne, preto ¢islo b? je tiez neparne, zatial ¢o ¢islo 1 + b (rovnako ako akykolvek
jeho nasobok) je parne. V uvedenej rovnosti na pravej strane by teda malo byt neparne
¢islo, zatial ¢o na lavej strane parne. Podobny argument vSak ni¢ neodhali v pripade d).

3. Juro zostrojil stvorec ABCD so stranou 12 cm. Do tohto Stvorca narysoval stvrtkruz-
nicu k, ktora mala stred v bode B a prechddzala bodom A, a polkruznicu l, ktord mala
stred v strede strany BC' a prechddzala bodom B. Rdd by este zostrojil kruZnicu, ktord
by lezala vnitri Stvorca a dotykala sa Stvrtkruznice k, polkruznice | aj strany AB. Urcte
polomer takej kruznice. (Marta Volfova)

Napad. Porozmyslajte, ako by ste pomocou polomeru hladanej kruznice vyjadrili
vzdialenost jej stredu od tsecky AB, prip. BC.
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Riesenie. Pocas riesenia sa odkazujeme na nasledujtci obrazok, v ktorom O oznacuje
stred strany BC, S oznacuje stred Jurovej vytuzenej kruznice h, K oznacuje dotykovy
bod kruznic h a k, L oznacuje dotykovy bod kruznic h a [ a M oznacuje dotykovy bod
kruznice h a tseéky AB. Dalej budeme odkazovat na pomocny bod E, ktory je pitou
kolmice z bodu S na stranu BC'. Hladany polomer kruznice h v ¢cm oznacime 7.

D C

A M B

Vzdialenost bodu S od tse¢ky AB je rovna r = |SM| = |EB|. Vzdialenost bodu S
od usecky BC je rovna velkosti usecky SE, ktora je odvesnou ako v pravouhlom troj-
uholniku SEO, tak v trojuholniku SEB. Vsetky zvysné strany v oboch trojuholnikoch
lahko vyjadrime pomocou r; z toho pomocou Pytagorovej vety budeme vediet urcit
neznamu r.

Body S a O st stredmi kruznic h a [, ktoré sa dotykaja v bode L. Tieto tri body
lezia na jednej priamke, vzdialenost SO je preto rovné

|SO| = |SL|+ |LO| =1 +6.
Podobne, vzdialenost SB je rovna
|SB| = |BK|—|KS| =12 —r,

lebo S a O su stredy kruznic h a k a K je ich dotykovym bodom. Vzdialenost OF je
rovna

|OE| =|0OB| - |BE| =6 —r.
Z toho a z Pytagorovej vety v trojuholnikoch SEO a SEB dostavame

SEP = SO — [OB[ = |SBP - |BEP,
64+7)2—(6—1r)=(12—17)*—r%
12r + 127 = 144 — 24r,
ASr = 144,
r=3.

Polomer hladané kruznice je 3 cm.



4. V tabulke je kurzovy listok zmendrne, avsak niektoré hodnoty si v riom nahradené
otaznikmi.

nakup predaj
1 EUR 26,20 CZK 28,00 CZK
1 GBP ¢ CZK ¢ CZK

Zmendren vymiena peniaze v uvedenych kurzoch a neuctuje si iné poplatky.
1. Kolko eur dostane zdkaznik, ak tu zmeni 4 200 ceskiych korin?

Ak zmendarnik vykiupi od zdkaznika 1000 libier a potom ich vsetky predd, jeho
celkovy zisk je 2200 ceskych korun. Keby namiesto toho zmendrnik predal 1000 libier
a potom by vsetky utriené ceske koruny zmenil s inym zakaznikom za libry, zarobil by
na tom 68,75 libier.

2. Za kolko ceskijch korun zmendrnik nakupuje a za kolko preddva 1 libru?
(Libor Simtinek)

Napad. Pri 2. casti tlohy si po kazdej transakcii pomocou neznamych zapiste, kolko
zmenarnikovi pribudlo ¢ ubudlo kortn a kolko mu pribudlo ¢ ubudlo libier.

RiesSenie. 1. Ked mé zmendaren vydat euréd zakaznikovi, znamena to, Ze zmendaren eura
predava. Pracujeme preto s hodnotou v stlpci ,,predaj“, t.j. 28 CZK. Zakaznik dostane
4200 : 28 = 150 eur.

2. Neznamu v stipci ,nakup“ ozna¢ime n, v stlpci ,predaj* pouzijeme p. Ked
zmenaren vykuapi 1000 libier a potom ich vSetky predd, mnozstvo libier v zmendarni

.....

2200 kortin moézeme vyjadrit nasledujicou rovnicou, ktortt hned upravime:
—1000n + 1 000p = 2200,
1000p = 2200 + 1 0007, (1)
p=22+n.

Ked zmenarnik predd 1000 libier a potom vSetky utfZzené koruny zmeni s inym

.....

libier. Zisk 68,75 libier mozeme vyjadrit nasledujicou rovnicou, ktort hned upravime:
~1000 + 10002 = 68,75,
n

1000p = 1068,75n, (2)
p = 1,06875n.
Porovnanim (1) a (2) dostavame
2200 4 1000 = 1068,75n,
68,75n = 2200,
n = 32.

Odtial dosadenim do (1), resp. (2) ziskame p = 34,2. Zmenaren teda nakupuje jednu
libru za 32 CZK a predava ju za 34,20 CZK.



5. Betka si myslela prirodzené ¢islo s navzdjom roznymi ciframi a napisala ho na tabulu.
Poden zapisala cifry povodného cisla odzadu a tak ziskala nové cislo. Sc¢itanim tychto
dvoch cisel dostala cislo, ktoré malo rovnaky pocet cifier ako myslen€ cislo a skladalo
sa iba z cifier mysleného ¢isla (avsak nemuselo obsahovat vsetky jeho cifry). Erike sa
Betkino ¢islo zapdcilo a chcela ndjst iné c¢islo s rovnakymi vlastnostami. Zistila, Ze
neeristuje mensie také ¢islo ako Betkino a wvicsie sa jej hladat nechcelo. Uréte, aké
¢islo si myslela Betka a aké c¢islo by mohla ndjst Erika, keby mala viac trpezlivosti.

(Katarina Jasencakova)

Napad. Zvazujte postupne moznosti, ked je myslené ¢islo jednociferné, dvojciferné
atd. V jednotlivych pripadoch porozmyslajte postupne nad moznymi st¢tami na mieste
jednotiek, desiatok atd.

Riesenie. Najskor najdeme Betkino cislo, t.j. najmensie ¢islo s uvedenymi vlastnos-
tami.

1) Predpokladajme, Ze Betkino ¢islo je jednociferné, a ozna¢me ho a. Potom by
podla zadania muselo platit a + a = a, ¢o plati iba vtedy, ked a = 0. Nula vSak nie je
prirodzené ¢islo, takze Betkino myslené ¢islo nemoze byt jednociferné.

2) Predpokladajme, Ze Betkino &islo je dvojciferné, a ozna¢me ho ab. Nech uz stcet
ab + ba dopadne akokolvek, na mieste jednotiek ¢itame bud b+ a = a, alebo b+ a = b.
7 toho dostavame bud b = 0, alebo a = 0. V takom pripade by vSak bud ¢islo ba, alebo
¢islo ab nebolo dvojciferné. Betkino myslené ¢islo teda nemoze byt dvojciferné.

3) Predpokladajme, Ze Betkino é&islo je trojciferné, a oznaé¢me ho abe. Z rovnakého
dovodu ako vyssie nemozu byt ¢isla a a ¢ nuly, preto v suéte abe + cba sa na mieste
jednotiek moze objavit jedine b:

abc
cba

* % b

.....

trojciferny. Z toho sa dozvedame, ze
a+c=b, (1)

¢o okrem iného znamena, Ze ani cifra b nemoze byt 0.

Z toho vyplyva, zZe sucet b+b na mieste desiatok nemoze byt mensi ako 10; v takom
pripade by totiz sucet bol rovny jednému z ¢isel a, b, ¢, ¢o vzdy vedie k nejakému sporu
s predchadzajicimi poznatkami:

e Ak b+b = a alebo b+b = ¢, tak podla (1) dostavame 2a+2c = a alebo 2a+2¢ = ¢,
teda a = —2c¢ alebo ¢ = —2a, ¢o nie je mozné.
e Ak b+ b =0, tak b = 0, ¢o nie je mozné.
by totiz stcet na mieste stoviek bol a + ¢+ 1 a toto ¢islo mé byt rovné jednému z ¢isel
a, b, ¢; to vidy vedie k nejakému sporu:
e Aka+c+1=aaleboa-+c+1=c, tak c = —1 alebo a = —1, ¢o nie je mozné.
e Ak a+ c+1=b, tak podla (1) dostavame b+ 1 = b, teda 1 = 0, ¢o nie je mozné.
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Betkino myslené ¢islo teda nemoze byt ani trojciferné.

4) Predpokladajme, ze Betkino ¢islo je Stvorciferné, a ozna¢me ho abed. Z rovna-
kého dovodu ako vySSie nemozu byt ¢isla a a d nuly, teda v siucéte abed + dcba sa na
mieste jednotiek moze objavit bud b, alebo c:

abcd abdbcd
dcba debda
* % x b * % x C

Stucasne d + a nemdze byt vicsie ako 9, pretoze inak by celkovy sucet abed + deba nebol
stvorciferny. Z toho sa dozvedame, ze

bud a+d=b, 2)
alebo a+d=c. (3)

To okrem iného znamené, ze bud b # 0, alebo ¢ # 0.

Teraz predpokladame, ze sticet ¢+ b na mieste desiatok je mensi ako 10, tzn. tento
sucet je rovny jednému z Cisel a, b, ¢, d, a preskimame jednotlivé pripady. Najskor
uvazujme platnost (2), a teda b # 0:

e Ak b+ ¢ =a alebo b+ ¢ = d, tak podla (2) dostavame a + d + ¢ = a alebo a + d +
+ ¢ =d, teda ¢ = —d alebo ¢ = —a, €o nie je mozné.
e Ak b+ c=b, tak ¢ = 0 (Co ni¢omu nevadi).
e Ak b+ c=c, tak b =0, ¢o nie je mozné.

Podobne za predpokladu (3) zistime, ze jedind pripustnd moznost je
e b+c=c,teda b=0.

Celkom tak objavujeme dva mozné pripady:

ab0d a0 cd
0ba dcO0a
bbbbd ccecec (4)

KedZe Betkino ¢islo je najmensie ¢islo vyhovujice vSetkym uvedenym podmien-
sa len na druht z vyssie menovanych moznosti, t.j. b = 0. Dosadime najmensie mozné
¢islo na miesto tisicok a = 1 a zistujeme, ze ¢ = d + 1. Najmensia vyhovujica moznost
je d =2 a ¢ = 3. Betka si teda myslela ¢islo 1032 a jej vypocet vyzeral takto:

1
2
3

w|l w o
W o Ww
W |- N

7 vysSie uvedeného je teraz jednoduché doplnit nejaké iné ¢islo s uvedenymi
vlastnostami, teda nejaké Erikino ¢islo. Napr. sta¢i v Betkinom ¢isle zamenit cifry
na mieste jednotiek a tisicok alebo cifry na mieste desiatok a stoviek, prip. uvazovat
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.....

ako 9. Tu je niekolko rieseni, na ktoré mohla Erika prist, keby nebola taka netrpezliva:

1043 1302 1897
3401 2031 7981
4444 3333 9878

Pozndmky. Pokial vieme zddvodnit, ze hladané Betkino ¢islo musi byt aspon Stvorci-
ferné, tak ho mézeme Tahko najst skuiSanim:

Najmensie stvorciferné ¢islo s navzajom réznymi ciframi je 1023. Toto ¢islo vsak
nie je rieSenim, pretoze 1023 + 3201 = 4224. Ak néas napadne vymenit cifry 2 a 3,
dostaneme vyhovujtce riesenie: 1032 4 2301 = 3333. Aby sme sa presvedcili, ze toto
rieSenie je najmensie mozné, staci overit, ze ziadne ¢islo medzi 1023 a 1 032 nevyhovuje
vSetkym uvedenym podmienkam.

Nahradenie ostatnych tvah sktiSanim je tieZ mozné, avsak ¢asto velmi pracne. No
ak je rieSenie zaloZené na skuSani Uplné, nech je povazované za spravne. Akékolvek
¢lastocné vSeobecné postrehy mozu pocet moznosti na presktsanie zaujimavo znizovat

.....

ako 32).

6. Na strandch AB a AC trojuholnika ABC' leZia postupne body E a F, na usecke EF
lezi bod D. Priamky EF o BC siu rovnobezné a sucasne plati

\FD|: |DE| = |AE|: |[EB| =2: 1.

Trojuholnik ABC md obsah 27 hektdarov a tuseckami EF, AD a DB je rozdeleny na
Styri casti. Urcte obsahy tychto Styroch casti. (Vojtéch Zadnik)
Napad. Zac¢nite s obsahom trojuholnika AEF.

Riesenie. Najskor si zadanie verne znazornime:

A E B

Priamky EF a BC st rovnobezné, stihlasné uhly pri vrcholoch E a B, resp. pri
vrcholoch F' a C st zhodné, trojuholniky AEF a ABC' st teda podobné. Zodpovedajuci
koeficient podobnosti je rovny

|AE| : |AB| = |AE| : (|AE| + |EB|) =2 3.

7



Obsahy tychto trojuholnikov su teda v pomere
SApF 1 Sapc =419,

takze Sapr = Sapc -4 : 9 = 12 hektarov.
Usecka AD deli trojuholnik AEF na dva trojuholniky, ktorfch obsahy st v rovna-
kom pomere ako dlzky tseéiek F'D a DE, teda

SADF . SADE = ‘FD| . |DE| =2:1.
Z toho vyplyva, ze Sapg = Sagr : 3 = 4 hektare a Sapr =2 - Sapgr = 8 hektarov.
Usecka DE deli trojuholnik ABD na dva trojuholniky, ktorych obsahy st v rov-
nakom pomere ako dizky useciek AE a EB, teda
SADE : SBDE = ‘AE’ : ‘EB‘ =2:1.
Z toho vyplyva, ze Sppr = Sapg : 2 = 2 hektare.
Teraz pozname obsahy troch zo Styroch c¢asti trojuholnika ABC, obsah tej posled-

nej je I‘OVIlS’ rozdielu SBC’FD = SABC - SAEF - SBDE = 13 hektarov. Obsahy Casti
trojuholnika ABC' v hektaroch sa

Spep =2, Saegp =4, Sapr =8, Spcrp=13.
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