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65. ro¢nik Matematickej olympiady
2015/2016 Riesenia tloh doméceho kola kategorie B

1. Pre prirodzené€ cisla k, |, m plati

k;—f—m+k‘lm_ 2051
Im+1 404 °

Urcte vsetky mozné hodnoty sucinu kim. (Ales Kobza)

Riesenie. Aj ked rovnica v zadani obsahuje tri nezname, podari sa ndm ju jednoznacne
o v ) d v d z s v . . Ve . /. v/ /. .
vyriesit vdaka tomu, ze hladdme riesenie iba v mnozine prirodzenych c¢isel. Poktisime
sa z oboch zlomkov oddelit ich celu ¢ast (¢o je v pripade ¢iselného zlomku jednoduché):

E+m+klm Ek(1+Im)+m m 2051 31
= =k+ , =5 . (1)
Im—+1 Im+1 Im+1 404 404
Kedze 0 <m < Im +1, je
0< <1
Im+1 ’

a preto musi byt £ = 5. Z rovnosti (1) tak pre zlomkové ¢asti oboch ¢isel dostavame

m 31

= (2)

Im—+1 404"

Zlomok na pravej strane (2) je v zdkladnom tvare a podobne aj zlomok na lavej
strane (¢isla m a lm+1 st zjavne nesidelitelné). Z tejto rovnosti zlomkov tak vychédza
rovnost C¢itatelov aj menovatelov: m = 31 a Im + 1 = 404, odkial uz lahko dopocitame
[ = 13. Saéin klm tak modze nadobudat jedint hodnotu 5-13-31 = 2015.

Iné rieSenie. Z predchadzajiceho rieSenia vyuZijeme tvodny postup a rovnicu (2)
prepiseme s prevratenymi zlomkami ako

Im+1 404

m 31

Teraz zopakujeme postup zo zaciatku predoslého riesenia a z oboch zlomkov oddelime
ich celu cast: I 1 ) 104 )
m
=l4+—, — =13
m + m’ 31 31

7 toho vidime, ze nutne [ = 13 a m = 31.

Iné riesenie. Zo zadanej rovnice vyjadrime nezndmu k£ pomocou neznamych [ a m,
v prvom kroku sa pritom zbavime zlomkov vyndsobenim oboma menovatelmi:

404(k + m + klm) = 2051(lm + 1),
404k (Im + 1) + 404m = 2051(Im + 1),
2051(Im + 1) — 404m
404(Im + 1)

k=



Zlomok na pravej strane musi byt prirodzené ¢islo, skimajme teda, ¢i oba ¢initele
v jeho menovateli (404 aj Im + 1) delia jeho ¢itatela. Cisla 2051 = 5-404 + 31 a 404 st
nesudelitelné a 404m je zrejme delitelné ¢islom 404, preto 404 musi delit Im + 1.

Podobne ¢isla im+1 a m st nesudelitelné, teda Im+1 musi v ¢itateli delif ¢islo 404.
Ak sa dve prirodzené ¢isla delia navzajom, musia byt rovnaké.! Dostéavame tak rovnost
Im 4 1 = 404, ktora po dosadeni do (3) dava

k_2051-404—404m_2051—m @
N 404 - 404 404

Z rovnosti Im + 1 = 404 vsak tiez vyplyva, ze m < 404. Navyse ¢islo k je prirodzené,
takze m moze byt iba zvySok po deleni ¢isla 2051 ¢islom 404, t.j. m = 31. Spéatnym
dosadenim do (4) dostaneme k = 5 a z rovnice Im + 1 = 31l + 1 = 404 vyjde | =
= 403/31 = 13. Jediné vyhovujtce rieSenie je (k,l,m) = (5,13,31), a teda klm = 2015.

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1. V prirodzenych cislach vyrieste rovnicu ﬁ = % =1, g =2015]

N2. Pripomerite si dolezity poznatok o delitelnosti celych éisel: ak deli ¢islo x suc¢in yz
a ak su pritom ¢isla z a y nesudelitelné, tak ¢islo x deli samo cislo z. Vyuzite potom
toto pravidlo na zdévodnenie takéhoto zaveru: ak pre prirodzené Cisla a, b, ¢, d st oba
zlomky ¢ = 5 v zdkladnom tvare, plati a =ca b =d.

N3. Dokéazte, ze ak pre prirodzené Cisla a, b, k, [ plati, ze ka delibalbdelia,tak k=1=1
a a = b. [Delitel nemé%e byt (v absoltitnej hodnote) viési ako delenec, preto ka < b
alb < a, takze kla < Ib < a, teda kl £ 1 a odtial k = [ = 1. Nakoniec spitne a < b < a,
¢o nastéava, len ak a = b.]

D1. N4jdite aspon jedno rieSenie rovnice

k+m+klm 2051
Im+1 404

v racionalnych ¢islach, pre ktoré je hodnota sucinu klm rovnd 2016. [Dosadenim
klm = 2016 a Ilm = 2016/k dostaneme volbou k = 1 jedno z rieseni (k,l,m) =
= (1,2016 - 404/(1 647 - 2017), 2017 - 1 647/404).]

2. Do stvorcovej tabulky 11 x 11 sme wvpisali prirodzené cisla 1,2,...,121 postupne
po riadkoch zlava doprava a zhora nadol. Stvorcovou dostickou 4 x 4 sme vsetkymi
moznymi sposobmi zakryli prdave 16 policok. Kolkokrdt bol siucet zakrytych 16 cisel
druhou mocninou celého cisla? (Vojtech Balint, Tomds Jurik)

Riesenie. Oznacme z ¢islo, ktoré zakryva lavy horny roh dosticky. Celd dosticka musi
lezat vnutri danej tabulky, preto hodnoty z mézu byt iba ¢isla vpisané v prvych ésmich
riadkoch a v prvych ésmich stipcoch tabulky (ak by bolo napriklad z = 10, dosticka by
precnievala, teda by nemohla zakryvat 16 ¢isel tabulky).

Prvych 8 riadkov tabulky obsahuje ¢isla od 1 po 88, z nich musime esSte vylucit éisla
v poslednych troch stipcoch. V&imnime si, ze ésla v kazdom stipci davaju po deleni
jedenastimi taky isty zvySok. Posledné tri stipce zlava (= prvé tri sprava) tak obsahuji
Cisla, ktoré po deleni jedenastimi davaju zvysky 9, 10 a 0; sa to ¢isla 9, 10, 11 (prvy
riadok), 20, 21, 22 (druhy riadok), atd. az 86, 87, 88 (6smy riadok).

Takto pripraveni mozeme vypocitat sucet ¢isel, ktoré dosticka zakryje. Zakryté
Cislast z, 241, 2+ 2, 2+ 3 (prvy riadok dosticky), z+ 11, z+ 12, 2+ 13, z+ 14 (druhy

1 Ak prirodzené &islo a deli prirodzené ¢&islo b, je a < b.
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riadok dosticky), z + 22, z + 23, z + 24, z + 25 (treti riadok dosticky) a z + 33, z + 34,
z + 35, z + 36 (Stvrty riadok dosticky) a ich sucet je

162 + 288 = 16(z + 18) = 4%(z + 18).

Ak je tento stucet druhou mocninou nejakého celého ¢isla, musi byt z + 18 druhou
mocninou nejakého celého éisla n. Uz vieme, ze 1 < 2 <88, ateda 19 < 24+ 18 =n? <
< 18 + 88 = 116. Tym zabezpec¢ime, Ze horny lavy roh dosticky polozime na policko
v prvych ésmich riadkoch. Pre prirodzené ¢islo n, pricom 19 < n? < 116, prichadzajt
do tivahy hodnoty n € {5,6,7,8,9,10}. Dopocitanim hodn6t z = n? — 18 dostavame
zodpovedajuce z € {7,18,31, 46,63, 82}.

Musime este preverit, ¢ niektoré z tychto ¢isel nelezia v poslednjch troch stipcoch
tabulky. Dopoc¢itame preto zvysky ¢isel po deleni jedenédstimi a zistime, Ze musime
dodatoéne vylucit hodnotu z = 31 so zvyskom 9.

Dosticku mozno polozit pozadovanym spoésobom na pit roznych pozicii, ktoré
charakterizuje ¢islo zakryté Tavym hornym rohom dosticky, a to z € {7, 18,46, 63, 82}.
V tychto pripadoch bude stcet ¢éisel zakrytych poli¢ok 16(z+18) € {16-25,16-36,16-64,
16 - 81,16 - 100}.

Iné riesenie. Ak polozime dosti¢ku na tabulku tak, Ze lavy horny roh dosticky zakryva
¢islo 1, bude sucet zakrytych cisel

§=14+24+3+4+12+13+14+15+23+24+25+26+34+35+36+37 = 304 = 16-19.

Aby dosticka zostala lezat cela v Stvorcovej tabulke, mozeme dosticku posuntt nanajvys
o 8 stlpcov doprava a podobne nanajvys o 8 riadkov nadol. Pri kazdom posunuti

.....

.....

.....

Cislo s je teda delitelné 16 a kazdy pohyb dosticky delitelnost 16 zachova, preto
bude sucet ¢isel zakrytych dostickou vzdy delitelny 16. Ak mé byt tento stucet dru-
hou mocninou celého c¢isla, bude to prave vtedy, ak bude aj jeho Sestnastina druhou
mocninou celého ¢isla (kedZe 16 = 42). Staci teda uvazovat iba Sestndstiny stétov ¢isel
zakrytych dostickou.

Teraz vytvorime tabulku 8 x 8, do jej policok vpiSeme Sestnastiny stactov ¢isel
zakrytych dostickou s Tavym hornym polickom zakryvajicim zodpovedajice policko
danej tabulky. V jej Tavom hornom rohu bude ¢islo 19 (= % -304), pri pohybe doprava

.....
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Nakoniec stacéi spocitat, kolko z tychto ¢isel je druhou mocninou celého ¢isla. Takych
Cisel je prave pdt a st zvyraznené polotuénym pismom (25, 36, 64, 81 a 100).

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Do stvorcovej tabulky velkosti 5 X 5 sme vpisali prirodzené ¢isla 1,2,... ,25 postupne
po riadkoch zlava doprava a zhora nadol. Stvorcovou dosti¢kou velkosti 2 x 2 sme
vSetkymi moznymi sposobmi zakryli styri policka.

1. Aky najmensi a aky najvacsi sic¢et mozu mat Styri zakryté céisla? [16, 88]

2. Kolkymi spésobmi mo6zeme takto dosticku polozit? [16]

3. Bude sticet styroch zakrytjch ¢&isel vzdy delitelny styrmi? [Ano]

4. Kolkokrat bude stucet zakrytych Styroch ¢isel druhou mocninou celého éisla? [3-

krat)
N2. Do poli¢ok stvorcéekovej mriezky 11x11 sme postupne zlava doprava a zhora nadol
zapisali &isla 1,2,...,121. Stvorcovou doskou 3x3 sme vSetkymi moznymi spésobmi

zakryli presne deviit poli¢ok. V kolkych pripadoch bol stéet deviatich zakrytych éisel
druhou mocninou celého éisla? [62-B—S—2]

D1. V jednom policku sachovnice 8 X 8 je napisané ,—“ a v ostatnych polickach ,+“. V jed-
nom kroku moéZzeme zmenit na opacné sucasne vSetky Styri znamienka v ktoromkolvek
$tvorci 2 X 2 na Sachovnici. Rozhodnite, ¢i po uréitom pocte krokov moze byt na
Sachovnici oboch znamienok rovnaky podet. [64-C—II-2]

D2. V kazdom policku tabulky 8 x 8 je napisané jedno nezaporné celé cislo tak, ze kazdé
dve ¢isla, ktoré st na polickach simerne zdruzenych podla jednej ¢i druhej uhlopriecky,
st rovnaké. Sucet vSetkych 64 c¢isel je 1000, sticet 16 ¢isel na uhloprieckach je 200.
Dokézte, Ze sticet ¢isel v kazdom riadku aj stipci tabulky je nanajvys 300. Plati rovnaky
zéver aj pre ¢islo 2997 [63-B-11-4]

3. V pravouhlom trojuholniku ABC' s preponou AB a odvesnami dlZok |AC| = 4cm
a |BC| = 3cm lezia navzdjom sa dotykajice kruznice k1(S1;71) a ka(Sa;72) tak, Ze ky
sa dotyka stran AB a AC, zatial ¢o ko sa dotyka strain AB a BC. Urcte najmensiu
a najuicsiv mozni hodnotu polomeru ry. (Pavel Novotny)

Riesenie. Majme také dve kruznice, ktoré spliaji predpoklady tlohy (obr.1). Zrejme
stred 51 lezi na osi uhla BAC a stred S, na osi uhla ABC. Dalej si uvedomme, Ze velkost

C

Obr. 1

polomeru 7 kruZnice k; je priamo timerna dizke tsecky AS; a podobne velkost 7o
priamo timerna dizke tsecky BSy. Ked zvicsime polomer jednej z kruznic, musi sa
nutne polomer druhej kruznice zmensit.

KruZnica ko nemoze mat polomer vicsi ako najvicésia kruznica, ktord mozno do
trojuholnika ABC vpisat. Takou kruznicou je zrejme kruznica k do trojuholnika ABC
vpisand. A naopak najmensi polomer bude mat kruznica ks, ak zvolime k; = k. (Ze

4



v oboch opisanych pripadoch pre ko = k aj pre k1 = k existuje prislusna ,,vpisana“
kruznica ki, resp. ks, je vcelku zrejmé.)

Staci teda vypocitat polomer r kruznice k do trojuholnika ABC vpisanej a polomer
kruznice ks, ktora sa dotyka kruznice k a stran AB a BC' daného trojuholnika.

Polomer r vpisanej kruznice vypocitame napriklad zo vzorca 25450 = ro, pricom
Sapc oznacuje obsah trojuholnika ABC a o jeho obvod.? Obsah daného pravouhlého
trojuholnika ABC s preponou AB je pri zvyéajnom oznaceni dlzok stran rovny %ab.
Prepona v trojuholniku ABC mé (v centimetroch) podla Pytagorovej vety velkost ¢ =
= +va? + b2 = /32 + 42 = 5. Maximalny polomer kruznice ks je teda

ZSABC ab 3-4 1
r = = = =
0 a+b+c 3+4+5

Pre vypocet polomeru 75 kruznice ko, ktora sa dotyka kruznice k a stran AB a BC,
ozna¢me D a E body, v ktorych sa kruznice k a ko dotykaju strany AB, a F', G dotykové
body kruznice k postupne so stranami BC' a AC (obr.2). Kedze dany trojuholnik je

Obr. 2

pravouhly, je S;FCG $tvorec so stranou dlzky r = 1, takze |BF| = |BD| = 2 a podla
Pytagorovej vety |BS;| = v/5. Z podobnosti pravouhlych trojuholnikov BES, a BDS;

potom vyplyva
T2 T T2 1

[BSy| — |BS|’ V—r—1 5

Cize
Po uprave tak pre hladant hodnotu neznamej r dostaneme linedrnu rovnicu
ro(VB+1) =v5 -1,

ktord este zjednodusime vynasobenim v/5—1. Zistime tak, Ze najmensia mozna hodnota
polomeru kruznice ks je rovna
3—5

o = .

2

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Kruznice k1(S1;71) a k2(S2;72) sa navzdjom zvonka dotykaju, ich spoloént vonkajsiu
doty¢nicu oznaéme P; P, priom P; € k1 a P2 € ko. Presvedcte sa, ze plati (r1 +
+72)2 = |PLP2|? + (r1 — r2)?. [Rovnica je Pytagorova veta pre pravouhly trojuholnik
s preponou S1S52.]

2 Iny postup vyuzivajuci pravouhlost trojuholnika ABC je predmetom dopliajtcej tlohy.
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N2. Kruznica vpisand do trojuholnika ABC' sa dotyka jeho stran BC, AC, AB postupne
v bodoch K, L, M. Dokézte rovnosti |AL| = |AM| = %(|AB| +|AC|—|BC|), |BK| =
= |BM| = (|BC|+ |AB| — |AC|) a |CK| = |CL| = 1(JAC| + |BC| — |AB|). [Body
dotyku vpisanej kruznice so stranami rozdelujui hranicu trojuholnika na tri dvojice
tise¢iek rovnakych dlzok.]

D1. Dokazte, ze v pravouhlom trojuholniku ABC s odvesnami dlzok a, b a preponou dizky ¢
je priemer vpisanej kruznice rovny a + b — c. [Ak st D a F postupne body dotyku
vpisanej kruznice so stredom S s odvesnami BC a AC, je SDCFE $tvorec, takze |CD| =
= %(a—l—b—c) =|SD| =r]

D2. Polomer vpisanej kruznice trojuholnika ABC je r. Zostrojme tri rozne doty¢nice vpi-
sanej kruznice rovnobezné so stranami trojuholnika. Polomery vpisanych kruznic troch
malych jodrezanych® trojuholnikov oznaéme r 4, g, rc podla vrcholov trojuholnika.
Dokazte, ze r4 + rp + r¢ = r. [Z podobnosti malého trojuholnika k ABC je ra/r =
= (vq — 2r)/vq, pri¢om v, oznacuje velkost vysky z vrcholu A v trojuholniku ABC.
Podobné rovnice platia aj pre ostatné vrcholy, takze ostava ukazat, ze 1/vq + 1/vp +
+1/ve = 1/r. Tu vyuzijeme vzorec ro = 25 = avq = bvp = cvc, pri¢om o = a + b + c.]

4. Pocet vsetkych pdrnych delitelov niektorého prirodzeného c¢isla je o 3 vicsi ako pocet
vsetkych jeho mepdrnych delitelov. Aky je podiel siuctu vietkych jeho pdrnych delitelov
a suctu vsetkych jeho nepdrnych delitelov? Ndjdite vsetky mozné odpovede.

(Erika Novotna)

RieSenie. Ozna¢me n hladané &slo a nech 2% je najvyssia mocnina dvojky, ktora
¢islo n deli. Ku kazdému neparnemu delitelu d ¢isla n (vratane d = 1) mozeme
priradif prave k roznych parnych delitelov 2d, 22d, . .. , 2¥d. Dostaneme tak vietky parne
delitele ¢isla n; navySe réznym neparnym delitelom priradime rozne parne delitele (kedze
7z rovnice 2F1d; = 2k24, pre prirodzené ¢isla kq, ko, dy, do, pricom d; a do st neparne,
vyplyva, ze di = ds a k; = ky). Vidime tak, Ze ak mé ¢islo n prave N neparnych
delitelov, mé prave kN delitelov parnych.
Podla zadania mé platit kN = N + 3, ¢ize N(k — 1) = 3. Cislo 1 je neparnym
delitelom kazdého prirodzeného ¢isla, preto N = 1. Mame teda iba dve moznosti:
1. N=1lak—-1=3.

V tomto pripade mé n jediného neparneho delitela, a je teda mocninou dvojky.

Navys$e najvyssia mocnina, ktora ho deli, je 2¥ = 2% = 16, teda n = 16. Parne

delitele ¢isla 16 sa 2, 4, 8 a 16, hladany podiel je

2+4+8+16

30.
1

2. N=3ak—-1=1.

V tomto pripade ma n tri neparne delitele a najvyssia mocnina dvojky, ktora
ho deli, je 2% = 22 = 4. Pokial by malo é&slo n vo svojom prvoéiselnom rozklade
dve rézne neparne prvocisla p a ¢, malo by aspon styri neparne delitele 1, p,
q a pq, ¢o je spor. Cislo n je teda delitelné jedingym neparnym prvoéislom p.
Preto n = 4p® pre vhodné o = 1, takze ¢islo n mé celkom « + 1 neparnych
delitelov 1,p,p?, ... ,p~. Preto musi byt o = 2. Pre n = 4p? je tak hladany
podiel rovny

24+ 2p+2p2 +4+4p+4p°  (2+4)(1+p+p?)
1+p+p? 1+4+p+p?

Hladany podiel moze byt 30 (pre n = 16) alebo 6 (pre n = 4p?, pricom p je
Tubovolné nepéarne prvocislo).



Iné riesenie. Rovnako ako v predchddzajicom rieseni ozna¢me n hladané prirodzené
¢islo a najvicsiu mocninu dvojky, ktora ho deli, ozna¢me 2. Z predoslého riese-
nia uz vieme, Ze vSetky parne delitele ¢isla n mozeme rozdelit na k-clenné skupiny
2d,2%d, ... ,2%d, pricom d je lubovolny neparny delitel ¢isla n. Stéet parnych delitelov
v kazdej z vypisanych skupin sa da vyjadrit ako nasobok prislusného d:

2d +2%d+---+2%d= (24224 +2M)d =

k+1
— (% — 1) d= (281 —2)a.

Taky isty c¢initel 25! — 2 dostaneme pre kazdy neparny delitel &isla n, preto stcet
vietkych parnych delitelov &isla n je vizdy (28T — 2)-ndsobkom stétu vsetkych jeho
neparnych delitelov.

Ostéva najst mozné hodnoty k& a napokon ukéazat, ze k nim existuje zodpovedajtce
¢islo n. Mozné hodnoty k uré¢ime rovnako ako v predoslom rieSeni z rovnice N(k—1) =
= 3, pricom N je pocet neparnych delitelov ¢isla n. Dostavame tak & = 2 (N = 3
a hladany podiel je 22 —2 = 6) a k = 4 (N = 1 a hladany podiel je 2° — 2 = 30).
Pre k = 2 potom hladdme nasobok 4 s tromi neparnymi delitelmi — tomu vyhovuje
napriklad n = 4 -9 = 36 s tromi neparnymi delitelmi 1, 3 a 9 — a pre k = 4 zrejme
vyhovuje n = 16 s jedinym neparnym delitelom.

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1. Najdite najmensie prirodzené ¢islo, ktoré mé prave tri delitele. Ako sa zmeni odpoved,
ak hladdme najmensie trojciferné neparne ¢islo s prave tromi delitelmi? [4; 121]

N2. Najdite vsSetky prirodzené cisla, ktoré maju rovnaky pocet parnych aj neparnych
delitelov. [2m, priéom m je lubovoIné nepérne ¢&islo.]

D1. Nech m je prirodzené ¢islo, ktoré méa 7 kladnych delitelov, a n je prirodzené ¢islo, ktoré
ma 9 kladnych delitelov. Kolko delitelov méze mat saéin m - n? [64-B—1-4]

D2. Saéin vsetkych kladnych delitelov prirodzeného &isla n je 2015, Uréte n. [64-B-11-1]

5. Vrcholy konvexného Sestuholnika ABCDEF leZia na kruznici, pricom |AB| = |CD|.
Usecky AE a CF sa pretinaji v bode G a usecky BE a DF sa pretinaji v bode H.
Dokadzte, Ze usecky GH, AD a BC su navzdjom rovnobezné. (Sérka Gergelitsova)

Riesenie. Najskor ukazeme, ze AD || BC. Kedze |AB| = |CD|, st obvodové uhly nad
tetivami AB a C'D kruznice opisanej Sestuholniku ABCDEF zhodné (obr.3), teda
|{ADB| = |£DBC|; to su vsak striedavé uhly priecky BD priamok AD a BC, preto
AD || BC.

Ostava ukazat, ze GH || AD. Vyuzitim zhodnych obvodovych uhlov nad tetivami
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Obr. 3

AB a CD pri vrcholoch F a F' dostavame

|{GEH| = |{AEB| = |{CFD| = |{GFH|,

¢o znamena, ze body F, F', G a H lezia na jednej kruznici, pretoze vrcholy zhodnych
uhlov GEH a GFH lezia v rovnakej polrovine s hrani¢nou priamkou GH. Z toho
vyplyva, Ze uhly EFH a EGH nad jej tetivou FH st zhodné. To spolu so zhodnostou
uhlov EFD a EAD nad tetivou ED po6vodnej kruznice (obr.3) vedie na zhodnost
sthlasnych uhlov EGH a EAD priecky AE priamok GH a AD, ktoré si teda naozaj
rovnobezné. Tym je tvrdenie tilohy dokazané.

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

Dokazte, ze tetivovy lichobeznik je rovnoramenny. [Osi oboch rovnobeznych zakladni
lichobeznika prechddzaju stredom opisanej kruznice, st teda zhodné.]

Dokéazte, ze ak dve roznobezné protilahlé strany tetivového Stvoruholnika ABCD
maji rovnaki dizku, je Stvoruholnik lichobeznikom. [Ak st zhodné strany AB a CD,
uvazujme os o useCky BC, t4 prechadza stredom S opisanej kruznice. Rovnoramenné
trojuholniky ABS a CDS st zhodné, a teda siimerne zdruzené podla osi o.]

Dané je tetiva AB kruznice k so stredom v bode S. Na usecke AB zvolme bod M
a priese¢nik kruZnice opisanej trojuholniku AM S s kruznicou k oznaé¢me C. Dokéazte,
ze uhly MCS a MBS st zhodné. [Staci vyuzit rovnost uhlov v rovnoramennom
trojuholniku ABS a obvodové uhly nad MS v kruznici opisanej trojuholniku AMS.]
Vo vonkajSej oblasti kruznice k je dany bod A. VSetky lichobezniky, ktoré su do
kruznice k vpisané tak, e ich prediZené ramena sa pretinaji v bode A, maja spolo¢ny
priese¢nik uhlopriec¢ok. Dokazte. [47T—A—IIT-5]

6. Kladné redalne cisla a, b, c su také, Ze hodnoty

b 2a? 262 2c?
r1 = a o = r3 = C Ty = Iy = Teg —
’ ’ ’ b+c’ c+a’ a-+b
sU mavzdjom rozne. Zapisme ich od najmensej po najvicsiu:
Tip < Tiy < Ty < Ty < Ty < Tig-
Zistite, kolko roznych poradi (iy,is,... ,ig) indexov 1 aZ 6 mozZeme dostat, ked budeme
rozne volit ¢isla a, b, c. (Jaromir Sims3a)



RiesSenie. Vzhladom na definiciu ¢isel x1, xa, ... , xg je zrejmé, Ze lubovolna permutécia
zvolenych ¢isel a, b, ¢ sa prejavi jednak rovnakou permutéaciou hodnét x1, xs, x3, jednak
rovnakou permutaciou hodnét x4, x5, x¢. Staci teda zistif, kolko réznych poradi mozno
dostat za predpokladu a < b < ¢. Celkovy pocet moznych poradi potom bude 6-krat

.....

Predpokladajme preto, ze a < b < ¢, ¢ize x1 < x2 < x3. Z nerovnosti

2a2 2a2 22 22
= < =a a Ig= > =
b+c a-+a a+b c+ec

C

Ty

vyplyva x4 < 11 < x2 < x3 < xg. Ostava rozhodnut, medzi ktorymi dvoma z posled-
njch piatich ¢isel moze lezat ¢islo x5, pretoze to spliia nerovnosti

2b? - 2a? 2b? _ 2¢?
=z4 a I5=
c+a c+b 4 > c+a b+a

T5 = = Tg.

Do uvahy tak prichadzaju styri alternativy
g < Ts<T1, T1<Ts<T2, T2<Ts5<x3, I3<T5<Tp;

ukézeme, ze su vSetky mozné.
1. Pre (a,b,c) = (1,2,8) dostavame

334:%<l‘5:%<JZ1:1<1‘2:2<$3:8<1‘6:%=42

Wi

2. Pre (a,b,c) = (1,2,4) dostavame

234:%<£L'1:1<£U5:%<$2:2<$3:4<1’6:3—32:10

win

3. Pre (a,b,c) = (2,6,9) dostavame

x4:18—5<:1:1:2<:1:2:6<a:5:%:6%<x3:9<x6:%:20

N

4. Pre (a,b,c) = (1,9,12) dostavame

uz%<:1:1:1<a:2:9<:1:3:12<x5:%:121—3<x6:T:28%.

Samozrejme, pre kazda z uvedenych moznosti existuje vela inych prikladov takych
trojic a < b < c¢. Na priklade prvej trojice este strucne ukazeme, ako k nej mozno
dospiet.

Ako vieme, prva z nerovnosti x4 < x5 < 1 je splnend vzdy, preto sa budeme
zaoberat iba druhou nerovnosfou, ktort po prepisani do premennych a, b, ¢ vyrieSime
vzhladom na ¢:

202 " 202
<a, Clze c>— —a.
ct+a a

Ked zvolime napr. b = 2a, dostaneme podmienku ¢ > 7a a pre vyhovujice ¢ = 8a
potom pri volbe a = 1 dostaneme préave trojicu (a, b, c) = (1,2, 8).

Odpoved. Existuje prave 24 réznych poradi (i, g, ... ,ig).
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NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

Pre kladné realne éisla a < b < ¢ dokéaZte nerovnost 1/a = 1/b 2 1/c. [Prvt nerovnost
vynésobime ab a druht be.]

Pre kladné redlne ¢isla a < b < ¢ dokdzte nerovnost 1/a = 2/(b + c). [Vynésobte
nerovnost vyrazom a(b + c) a vyuZite nerovnosti a < b a a < c

Dokazte, ze pre lubovolné kladné redlne ¢isla a, b, ¢ plati

ab n be + ca <3
a2 —ab+b2 b2 —be+c2 2—ca+a?2 =

Urcte, kedy nastane rovnost. [64-B—S-3]
St dané realne ¢isla a, b, ¢, pre ktoré plati abc = 1. Dokazte, ze najviac dve z ¢isel

1 1 1
2a—~, 2—~, 2 —~
b c a
su vicsie ako 1. [KMS, 3. zimné séria 2012/2013, tloha 7]
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