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65. roénik Matematickej olympiady
2015/2016 Riesenia tloh doméceho kola kategorie C

1. Ndjdite vsetky mozné hodnoty sucinu prvocisel p, q, r, pre ktoré plati
p> — (¢ +r)* =637.

(Vojtech Balint, Jaromir Simsa)

RieSenie. Lavt stranu danej rovnice rozlozime na stéin podla vzorca pre A% — B2
V takto upravenej rovnici

(p+q+7r)(p—q—71) =637

uz lahko rozoberieme vSetky moznosti pre dva celo¢iselné ¢initele nalavo. Prvy z nich
rozkladu na stéin prvocisel ¢isla 637 = 72 - 13 sa jedna o jednu z dvojic (637,1), (91,7)
alebo (49, 13). Prvocislo p je zrejme aritmetickym priemerom oboch ¢initelov, takze sa
musi rovnat jednému z ¢isel 1(637 + 1) = 319, (914 7) = 49, (49 + 13) = 31. Prvé
dve z nich v8ak prvocisla nie st (319 = 11-29 a 49 = 7?), tretie 4no. Takze nutne
p = 31 a prislachajice rovnosti 31 + g +r = 49 a 31 — ¢ — r = 13 platia prave vtedy,
ked ¢ + r = 18. Také dvojice prvocisel {q,r} st iba {5,13} a {7,11} (staci prebrat
vSetky moznosti, alebo si uvedomit, Ze jedno z prvocisel ¢, r musi byt aspon 18 : 2 =9,
nanajvys vSak 18 — 2 = 16). St¢in pgr tak ma prave dve mozné hodnoty, a to 31 -5 -
-13=2015a31-7-11 = 2387.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Uréte vsetky prirodzené &isla a a b, pre ktoré je rozdiel a? — b? druhou mocninou
niektorého prvoéisla. [a = (p? +1)/2 a b= (p? — 1)/2, pricom p je lubovolné neparne
prvodislo.]

D1. Néjdite vsetky dvojice nezépornych celych &isel a, b, pre ktoré plati a2 +b+2 = a+b2.
[69-C—S-3]

D2. Najdite vsetky dvojice prvocisel p a g, pre ktoré plati p + q% = q + 145p?. [55-C-11-4]

2. Uréte, kolkymi sposobmi mozno k jednotlivym vrcholom kocky ABCDEFGH pripisat
Gisla 1, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4 tak, aby sucin cisel pripisanych lubovolnym trom wvrcholom
kaZdej zo stien kocky bol pdrny. (Jaroslav Svrcek)

RiesSenie. Pre kontrolu doty¢nej podmienky staci vediet len to, ktorym vrcholom kocky
ABCDFEFGH st pripisané ¢isla neparne a ktorym ¢isla parne. Zavedme preto znaky N
a P pre vSetky neparne, resp. parne ¢isla a rieSme najskor otazku, kolkymi vyhovujicimi
sposobmi mézeme pripisat k vrcholom kocky ABCDEFGH s$tyri N a $tyri P (préave
tolko ich totiz je medzi zadanymi ¢islami 1, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4).

Uvedomme si, ¢o podmienka tilohy hovori o pocte znakov N pripisanych vrcholom
jednej a tej istej steny kocky: pocet tychto N je nanajvys 2 (stin troch pripisanych N
by bol totiz neparny, teda v rozpore s danou podmienkou). Ked vSak dana stenu
kocky zvazime sucasne so stenou s niou rovnobeznou (t. j. stenou protilahlou), pri ktore;
vrcholoch st tiez nanajvys dve N, a zohladnime pritom, Ze pri 6smich vrcholoch tychto
dvoch stien (teda pri vSetkych 6smich vrcholoch kocky) st (vSetky) Styri N, d6jdeme
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k zaveru, ze pri vrcholoch kazdej steny si prave dve N (a teda aj dve P). Naopak, kazdé
také pripisanie styroch N a styroch P zrejme vyhovuje poziadavkam tlohy.

Stojime tak pred tlohou uréit pocet tych pripisani $tyroch N a Styroch P vr-
cholom kocky ABCDEFGH, pri ktorych st dve N a dve P pri vrcholoch kazdej
steny. Rozdelime ich na dve skupiny podla toho, ¢i existuje stena, na ktorej st obe N
priradené vrcholom susednym (na kocke tak vznikne aspori jedna hrana ,NN“), alebo
naopak vo vSetkych stendch st obe N priradené vrcholom protilahlym (vSetky hrany
kocky potom budu ,N P“). Po jednom reprezentantovi oboch skupin vidime na obr. 1 —
pre lepsi prehlad bez oznacenia vrcholov kocky pismenami. Lahko overime (vyklad tu
vynechame), ze znaky v krazku pri reprezentantoch oboch skupin uz jednoznacne uréuju
znaky pri vSetkych ostatnych vrcholoch kocky.

N N N P

Obr. 1

Teraz uz lahko usudime, Ze v prvej skupine je préve Sest priradeni — jednou
hranou ,,NN“ je totiz, ako vieme, celé vyhovujice priradenie urcené a ma prave dve
hrany ,,NN“, ktoré su pritom rovnobezné a nelezia v jednej stene; takych dvojic hran
je pre kocku ABCDEFGH préave Sest. Naproti tomu v druhej skupine st iba dve
rozne priradenia — pretoze sa jedna o priradenie bez hrany ,,NN“; znakom P alebo N
pri vrchole A danej kocky s totiz, ako vieme, uréené znaky pri vSetkych dalsich jej
vrcholoch. Existuje tak spolu 6 + 2 = 8 vyhovujucich priradeni styroch N a Styroch P
vrcholom kocky ABCDEFGH.

V dalSej, jednoduchsej c¢asti nasho postupu uréime, kolkymi sposobmi mozeme
Styri IV a Styri P (pevne pripisané vrcholom kocky) zamenit konkrétnymi ¢islami 1, 3,
3, 3, 4, 4, 4, 4. Mame zrejme prave Styri moznosti pre vyber toho N, ktoré zamenime
¢islom 1; potom uz zvy$né tri N musime zamenit ¢islom 3, rovnako ako vSetky Styri P
¢islom 4. Pocet sposobov zamen znakov N a P danymi ¢islami je tak rovny 4.

Nakoniec uplatnime jednoduché kombinatorické pravidlo sicinu: kedze existuje
osem vyhovujucich pripisani znakov N a P k vrcholom danej kocky a pri kazdom
z nich mozno Styrmi sposobmi zamenit znaky N a P danymi ¢islami, je hladany pocet
vyhovujucich pripisani danych ¢isel vrcholom danej kocky rovny 8 - 4 = 32.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Kolkymi spésobmi mozno vrcholom stvorca ABCD a jeho stredu P pripisat éisla
1, 2, 3, 4, 5 tak, aby boli napospol nepdrne sacty cisel pri kazdej jeho strane aj
oboch uhloprieckach? Dokézete tento pocet urcitf bez toho, aby ste vypisali vSetky
mozZnosti a potom ich spocitali? [24 sposobov. Najskér pripiste danym piatim bodom
tri znaky N a dva znaky P pre neparne, resp. parne ¢isla — to mozno spravit prave

dvoma vyhovujicimi spésobmi. Potom uvéazte, ze znaky N mozno zamenit danymi
Gislami Siestimi sposobmi a znaky P dvoma sposobmi.]
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D1. Uréte, kolkymi spoésobmi mozno vrcholom pravidelného 9-uholnika ABCDEFGHI
priradit éisla z mnoziny {17,27,37,47,57,67,77,87,97} tak, aby kazdé z nich bolo pri-
radené inému vrcholu a aby stcet Cisel priradenych kazdym trom susednym vrcholom
bol delitelny tromi. [61-B-II-2]

3. Uvazuyme vyraz
222 4+ y? — 2zy + 2z + 4.

a) Ndjdite vsetky redlne ¢isla x a y, pre ktoré dany vyraz nadobida svoju naj-
mensiu hodnotu.
b) Urcéte vsetky dvojice celijch nezdpornych éisel x a y, pre ktoré je hodnota

daného vyrazu rovnd cislu 16.
(Ales Kobza)

RieSenie. Dany vyraz V(x,y) upravme podla vzorcov pre (A + B)?:
Viz,y) = (2> —2zy+y°) + (2®+ 22+ 1) +3 = (z—y)*+ (x+1)°+3.

a) Prvé dva séitance v poslednom stéte st druhé mocniny, maju teda nezdporné
hodnoty. Minimum uréite nastane v pripade, ked pre niektoré x a y buda oba zaklady
rovné nule (v tom pripade pre ini dvojicu zdkladov uz bude hodnota vyrazu V(zx,y)
viiésia). Obe rovnosti z —y = 0, x + 1 = 0 stéasne naozaj nastani, a to zrejme iba pre
hodnoty z = y = —1. Dodajme (na to sa zadanie tlohy nepyta), ze Vipi, = V(—1,-1) =
= 3.

Odpoved. Dany vyraz nadobuda svoju najmensiu hodnotu iba pre z =y = —1.

b) Podla tpravy z uvodu riesenia plati

V(r,y) =16 & (z—y)*+(x+1)*+3=16 & (z—y)*+ (x+1)* =13,

Oba séitance (z — y)? a (z + 1)? st (pre celé nezédporné &isla x a y) z mnoZiny
{0,1,4,9,16,... }. Jeden preto zrejme musi byt 4 a druhy 9. Vzhladom na predpoklad
x 2 0 je zéklad x4+ 1 mocniny (x + 1)? kladny, musi preto byt rovny 2 alebo 3 (a nie —2
¢i —3). V prvom pripade, t.j. pre = 1, potom pre zaklad mocniny (x —y)? dostavame
podmienku 1 —y = +3, teda y = 1 F 3, ¢ize y = 4 (hodnota y = —2 je zadanim casti b)
vyltcend). V druhom pripade, ked x = 2, dostaneme podobne z rovnosti © —y = 2 —
— y = +2 dve vyhovujtice hodnoty y =0 a y = 4.

Odpoved. Vsetky hladané dvojice (z,y) st (1,4), (2,0) a (2,4).

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Pre Iubovolné redlne &isla z, y a z dokdZte nezapornost hodnoty kazdého z vyrazov

22?2 + y2 — 2xyz, 2 + 4y2 +322 — 22 — 12y — 6z 4 13, 222 + 4y2 + 22 — 4oy — 2xz

a zistite tiez, kedy je doty¢na hodnota rovna nule.
D1. V obore celych é&isel vyrieste rovnicu 2 + y? + x + y = 4. [61-B-S-1]
D2. Pre kladné realne &isla a, b, ¢ plati ¢2 + ab = a2 + b2. Dokézte, 7e potom plati aj
c? + ab < ac + be. [63-C-11-3]
D3. Dokéazte, ze pre lubovolné nezaporné &isla a, b, c plati (a + be)(b + ac) = ab(c + 1)2.
Zistite, kedy nastane rovnost. [58-C—S-1]
D4. Uvazujme vyraz V(z) = (52* — 422 + 5)/(z* + 1).
a) Dokazte, Ze pre kazdé redlne &islo z plati V(z) = 3.
b) N4jdite najvécsiu hodnotu V(z). [58-C-II-1]
D5. Dokézte, ze pre lubovolné rozne kladné ¢isla a, b plati

a+b<2(a2+ab+b2)< a? + b2
2 3(a+b) 2

[58—-C-1-6]



4. Vnutri strain AB, AC daného trojuholnika ABC' st zvolené postupne body E, F,
pricom EF || BC. Usecka EF je potom rozdelend bodom D tak, Ze plati

p=|ED|:|DF| = |BE|: |EA]

a) Ukazte, Ze pomer obsahov trojuholnikov ABC a ABD je pre p = 2 : 3 rovnaky
ako pre p =3 : 2.
b) Zdovodnite, preco pomer obsahov trojuholnikov ABC a ABD md hodnotu
asporn 4.
(Vojtéch Zadnik)
Riesenie. Pre spolo¢nii hodnotu p oboch pomerov zo zadania plati
|ED| = p|DF| azaroven |BE|=p|FA|. (1)

Pred vlastnym rieSenim oboch tloh a) a b) vyjadrime pomocou daného ¢isla p skiimany
pomer obsahov trojuholnikov ABC a ABD. Ten je rovny — kedZe trojuholniky maju
spoloé¢nii stranu AB — pomeru diZok ich visok C'Cy a DDy (obr. 2), ktory je rovnaky ako

Obr. 2

pomer dl7ok tise¢iek BC a ED, a to na zaklade podobnosti pravouhljch trojuholnikov
BCCy a EDDy podla vety uu (uplatnenej vdaka BC || ED).! Plati teda rovnost

SaBc _ |BC|
SABD ’ED|

(2)

Vratme sa teraz k rovnostiam (1), podla ktorych
|[EF| = (1+p)|DF| a |AB[=(1+p)|EA]

a vSimnime si, ze trojuholniky ABC a AEF maju spolo¢ny uhol pri vrchole A a zhodné
uhly pri vrcholoch C' a F (pretoze BC' || EF), takZe st podla vety uu podobné. Preto
pre dlzky ich stran plati

| BC

Gize 1 = —— dkial |BC| = (1 2IDF|.
¢ize 1+p A+ p)|DF|’ odkial |BC| = (1+ p)”|DF|

|AB]| B |BC|
|AE|  |EF|’

1V pripade pravych uhlov ABC a AED to plati trividlne, lebo vtedy B = Cy a E = Dyg.
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Ked vydelime posledny vztah hodnotou |ED|, ktoré je rovna p|DF| podla (1), ziskame
podiel z pravej strany (2) a tym aj hladané vyjadrenie

Sapc  (1+4p)?

SaBD P

(3)

a) Algebraickou upravou zlomku zo vztahu (3)
(1+p)?  1+2p+p?
b p

zistujeme, Ze hodnota pomeru Sagc : Sapp je pre akékolvek dve navzajom prevratené
hodnoty p a 1/p rovnaka, teda nielen pre hodnoty 2/3 a 3/2, ako sme mali ukazat.

1
=2+p+-
b

b) Podla vzfahu (3) je nasou tlohou overit pre kazdé p > 0 nerovnost

1 2
a+p) >4, &ize (1+p)? = 4p.
p

To je vSak zrejme ekvivalentné s nerovnostou (1 — p)? = 0, ktord skutoc¢ne plati, nech
je zéklad druhej mocniny akykolvek (rovnost nastane jedine pre p = 1).

Dodajme, Ze pre iny dokaz bolo mozné vyuzit aj vysSie uvedené ,symetrické®
vyjadrenie

1+ p)? 1
ﬂZQ—l—p—F}—)

> 0 vyplyva napr. z porovnania aritmetického a geometrického priemeru dvojice cisel
p a 1/p, nazgvaného AG-nerovnost:

1(p—f— 1) 2 4/p- 1 =1, pretoze vSeobecne ath >Va-b (Ya,b=0).
2 P P 2
NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Vymyslite pravidlo, ako jednoducho vyjadrit pomer obsahov dvoch trojuholnikov,
ktoré sa zhoduju v jednej strane ¢i v jednej vyske. Uplatnite ho potom na riesenie
uloh N2 a N3.

N2. Uhlopriecky konvexného stvoruholnika ABC D sa pretinaju v bode P. Obsahy trojuhol-
nikov ABP, BCP, CDP, DAP ozna¢me postupne S1, S2, S3, S4. Dokézte vSeobecni
rovnost S1 - S3 = S2 -S4 a vysvetlite, preco $pecidlna rovnost Ss = S4 nastane prave
vtedy, ked AB || CD. [Pri prvej rovnosti prejdite k imere S1 : So = Sy : S3, pri druhej
k rovnosti obsahov trojuholnikov ABC a ABD.]

N3. Vnutri stran BC, CA, AB daného trojuholnika ABC' st zvolené postupne body K,
L, M tak, ze tsecky AK, BL, CM sa pretinaju v jednom bode P. Dokézte, Ze oba
vyrazy

a uplatnit nan dobre zndmu nerovnost p + 1/p = 2, ktorej platnost pre kazdé p >

|BK| |CL| |AM]| |PK| |PL| |PM]|

\KC| LA |MB| * |AK| " |BL| " |CM]
sa rovnaju ¢islu 1. [Pre prvy vyraz vyjadrite vhodne pomery obsahov trojuholnikov
ABP, BCP a CAP. Ked potom vyjadrite, akymi st ¢astami obsahu celého trojuhol-
nika ABC, a tieto tri zlomky séitate, dostanete tvrdenie o hodnote druhého vyrazu.]

D1. Ozna¢me FE stred zdkladne AB lichobeznika ABCD, v ktorom plati |AB| : |CD| =
= 3:1. Uhlopriecka AC pretina tsec¢ky ED, BD postupne v bodoch F, G. Urcte
postupny pomer |AF|: |FG|: |GC|. [64-C-1-4]

D2. Oznaéme K a L postupne body stran BC a AC trojuholnika ABC, pre ktoré plati
|BK| = %|BC|, |AL| = %|AC’|. Nech M je priese¢nik useciek AK a BL. Vypocitajte
pomer obsahov trojuholnikov ABM a ABC. [64-C—-S-2]

D3. Zékladnia AB lichobeznika ABCD je trikrat dlh$ia ako zdkladna CD. Oznac¢me M
stred strany AB a P priese¢nik tsecky DM s uhloprieckou AC. Vypocitajte pomer
obsahov trojuholnika CDP a $tvoruholnika M BCP. [55—-C-1I-1]




5. Mdame karticky s ¢islami 5,6,7,...,55 (na kaZdej karticke je jedno cislo). Kolko
najviac karticiek mozZeme vybrat tak, aby sucet ¢isel na Ziadnych dvoch vybranych kar-
tickach nebol palindrom? (Palindrom je ¢islo, ktoré je rovnaké pri éitani zlava doprava
i sprava dolava.) (Tomas Jurik)

RieSenie. Aby sme sa mohli stru¢nejsie vyjadrovat, budeme vyberat priamo ¢7sla, a nie
karticky.

Vsimnime si najskor, Ze pre stucet s Tubovolnych dvoch danych éisel plati 11 =5 +
+6 < s < 55+ 54 = 109. Medzi ¢islami od 11 po 109 st palindrémy prave vsetky
nasobky 11 a navyse aj ¢islo 101. Uvedomme si teraz, Ze delitelnost sactu dvoch ¢isel
danym éislom d (ndm podjde o hodnotu d = 11) zavisi iba na zvyskoch oboch séitanych
¢isel po deleni dotyénym d. Toto uzitocné pravidlo uplatnime tak, ze vsetky dané cisla
od 5 po 55 rozdelime do skupin podla ich zvyskov po deleni ¢islom 11 a tieto skupiny
zapiseme do riadkov tak, aby sucet dvoch ¢isel z réznych skupin na rovnakom riadku
bol delitelny ¢islom 11; o vyzname zatvoriek na konci kazdého riadku budeme hovorit
vzapati.

{5,16,27,38,49}, {6,17,28,39,50} (5 )
{7,18,29,40,51}, {15, 26, 37,48} (5 )
{8,19, 30,41, 52}, {14,25,36,47} (5 cisel),
{9, 20, 31,42, 53}, {13,24,35,46} (5 )
{10, 21, 32,43, 54}, {12,23, 34,45} (5 )
{11,22,33,44,55} (1 ¢islo).

Na koniec kazdého riadku sme pripisali maximalny pocet na nom zapisanych cisel,
ktoré moézeme sucasne vybrat bez toho, aby stcet dvoch z nich bol ndsobkom ¢isla 11.
Napriklad v trefom riadku mame piiticu éisel so zvySkom 8 a Stvoricu ¢isel so zvySkom
3. Je jasné, ze nemdzeme sucasne vybrat po ¢isle z oboch tychto skupin (ich stcéet by bol
nasobkom 11), mozeme vSak vybrat stcasne vSetkych pif ¢isel z pétice (stcet kazdych
dvoch z nich bude po deleni 11 davat taky isty zvySok ako stucet 8 + 8, teda zvysok 5).
Dodajme este, ze uvedena schéma Siestich riadkov mé& pre néas este jednu obrovskua
vyhodu: stcet ziadnych dvoch ¢isel z roznych riadkov nie je nasobkom 11 (tym totiz nie
je ani stucet ich dvoch zvyskov).

Z uvedeného rozdelenia vsetkych danych cisel do siestich riadkov vyplyva, ze
vyhovujicim sposobom nemodzeme vybrat viac ako 5 -5 + 1 = 26 ¢isel. Keby sme
vsak vybrali 26 ¢isel, muselo by medzi nimi byt aj jedno z ¢isel 49 alebo 50 a z dal$ich
styroch riadkov postupne ¢isla 51, 52, 53 a 54 — potom by sme ale dostali palindrém
49 + 52 alebo 50 + 51. A tak sa neda vybrat viac ako 25 ¢isel, pritom vyber 25 ¢isel
mozny je: z prvych piatich riadkov vyberieme napriklad vsetky d¢isla z lavych skupin
s vynimkou ¢isla 52 a k tomu jedno ¢islo (napriklad 11) z posledného riadku. Potom
stcet ziadnych dvoch vybranych ¢isel nebude delitelny 11 (vdaka zaradeniu éisel do
skupin), ani rovny poslednému ,kritickému* ¢islu, palindrému 101 (preto sme pri volbe

¢isla 49 vyluaéili 52).
Odpoved. Najviacsi mozny pocet karticiek, ktoré mozeme pozadovanym spoésobom vy-
brat, je rovny ¢islu 25.



Iné riesenie. Medzi vybranymi ¢islami mozu byt
iba jedno ¢islo z pitice (11,22, 33,44, 55);
> nanajvys jedno ¢islo z kazdej z 20 nasledujucich dvojic (5, 6), (7,15), (8,14), (9, 13),
(10,12), (16,17), (18,26), (19,25), (20,24), (21,23), (27,28), (29,37), (30,36),
(31,35), (32,34), (38,39), (40,48), (41,47), (42,46) a (43,45);?
> nanajvys dve ¢isla zo Stvorice (49, 50,51, 52) (pretoze sucty 49+ 50, 50+ 51 a 49+
+ 52 st palindrémy);
> obe zvysné ¢isla 53 a 54.

Preto sa neda pozadovanym spdsobom vybrat viac ako 1 + 20 + 2 + 2 = 25 ¢isel.
Vyhovujuci vyber 25 ¢isel je mozny: jedno c¢islo z pétice nasobkov 11, mensie z dvoch
¢isel z kazdej z 20 dvojic, ¢isla 49 a 51 zo Stvorice a napokon obe ¢isla 53 a 54. Je vsak
nutné vysvetlit, preco stcet ziadnych dvoch vybranych ¢isel nie je nasobkom 11 (preco
nie je rovny 101, je zrejmé hned). Na to si stac¢i vSimnuat, Ze mensie ¢isla z 20 dvojic
davajt po deleni jedendstimi postupne zvysky, ktoré sa opakuja s periédou dizky 5
majicou zlozenie (5,7,8,9,10), napokon posledné Styri vybrané ¢isla maji postupne
zvysky 5, 7, 9 a 10, takze sucet ziadnych dvoch zvyskov nami vybranych c¢isel naozaj
nie je nasobkom 11. (Zhodou okolnosti sa jedna o rovnaky priklad vyhovujticeho vyberu
25 ¢isel ako v prvom rieSeni.)

v

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte ¢o najvic¢si pocdet ¢isel tak, aby stucet ziadnych
dvoch vybranych cisel nebol ndsobkom jedenastich. Vysvetlite, preco zvoleny vyber ma
pozadovant vlastnost a preco ziadny vyber vicsieho poctu ¢isel nevyhovuje. [568—-C-I1-5]

D1. Z mnoziny {1,2,3,...,99} je vybranych niekolko réznych ¢&isel tak, ze stucet ziadnych
troch z nich nie je nadsobkom deviatich.

a) Dokézte, ze medzi vybranymi ¢islami st najviac $tyri delitelné tromi.
b) Ukazte, ze vybranych ¢isel moze byt 26. [58—C-II-3]

6. Dand je kruznica ki(A;4cm), jej bod B a kruznica ko(B;2cm). Bod C je stredom
usecky AB a bod K je stredom usecky AC. Vypocitajte obsah pravouhlého trojuhol-
nika KLM, ktorého wvrchol L je jeden z priesecnikov kruZnic ki, ko a ktorého pre-
pona KM leZi na priamke AB. (Sérka Gergelitsova)

RieSenie. Poznamenajme predovSetkym, Ze vzhladom na osovii stmernost podla
priamky AB je jedno, ktory z oboch priesec¢nikov kruznic k; a ko vyberieme za bod L.

Hladany obsah trojuholnika K LM vyjadrime nie pomocou dizok jeho odvesien K L
a LM, ale pomocou dlzok jeho prepony KM a k nej prislichajicej vysky LD (obr.3
vlavo), teda pouzitim vzorca®

_ |KM]-|LD|

SkrLm 5

2 Tieto dvojice so stc¢tami delitelnymi &slom 11 sme vytvorili postupne zo zvysnych &isel tak, Ze
k najmensiemu doposial nezapisanému ¢&islu sme pripojili dalsie najmensie doposial nezapisané
&slo, ktoré ,doplia“ prvé &islo na nejaky nasobok 11. Takému postupu sa najmi v matematickej
informatike hovori pazZravy algoritmus.

3 Vypocet dizky odvesny LM bez medzivypoétu vysky LD je totiz prakticky nemozny.
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Obr. 3

Na urcenie vzdialenosti bodu D od bodov B a L uvazujme este stred S tsecky BL
(obr.3 vpravo). Trojuholniky ASB a LDB st oba pravouhlé so spoloénym ostrym
uhlom pri vrchole B. St preto podla vety uu podobné, takze pre pomer ich stran plati
(poc¢itame s dlzkami bez jednotiek, takze podla zadania je |AB| = 4, | BL| = 2, a preto
BS| = |BL|/2 = 1)

1

|\BD| |BL| 2
5"

1
= =z kial == —
B BA] 1 odkial |BD| 2|BS\

Z Pytagorovej vety pre trojuholnik LDB tak vyplyva*

[ 1 V1
|ILD| = \/|BL|? — |BD|? = 4—1:75.

Z rovnosti |BD| = 1/2 uz odvodime aj dlzku tseku KD prepony KM pravouhlého
trojuholnika KLM: |KD| = |AB| - |AK|—|BD|=4—1—1/2 = 5/2. Dizku druhého
tseku DM teraz uréime z Euklidovej vety o vyske, podla ktorej |[LD|?> = |[KD|-|DM|.
Dostaneme teda |DM| = |LD|?/|KD| = (15/4)/(5/2) = 3/2, &Ze celd prepona KM
mé dizku |[KM| = |KD| + |DM| = 5/2 + 3/2 = 4. Dosadenim do vzorca z tvodu
rieSenia tak dojdeme k vysledku

KM)|-|LD 9
_ |KM|-|LD| _ _ Vs

S
KLM 2 5

Odpoved. Trojuholnik K LM mé obsah v/15cm?.

4 Inou moZnostou pre vypodet vysky LD na rameno AB rovnoramenného trojuholnika ABL je
vypodéitat jeho vysku AS na zdkladiiu BL (pouzitim Pytagorovej vety pre trojuholnik ABS) a potom
porovnat dvojaké vyjadrenie obsahu trojuholnika ABL cez jeho vysky AS a LD.

8



Iné rieSenie. Ked narysujeme presne obe kruZnice ki, ko a zodpovedajuci bod M,
nadobudneme podozrenie, ze |K M| = |AB| a bod L je taky bod Téalesovej kruznice k
nad priemerom K M so stredom F, ktory lezi na osi tsecky EB (obr.4). Skutoc¢ne, pri

L
k

|

|

|

|

I t -H! }
A K C FEF D B
Obr. 4

M

opisanej volbe bodu M a konstrukcii bodu L bude platit |BL| = |EL| = 2cm, takze
aby sme sa presvedcili, Ze sa jednd naozaj o bod L zo zadania tlohy, stac¢i overit, ze
aj |AL| = |AB| = 4cm. Kedze (pisané bez jednotiek) |[EM| = 2, |[BM| = |[AK| = 1,
a teda |BD| = |ED| = 3 a |AD| = I, podla Pytagorovej vety pouZitej postupne na
pravouhlé trojuholniky BDL a ADL pre takto zostrojeny bod L mame

2 2 2
IDL|? = 22 — (1) B Ao (Z) . (1) = 42,
2) T4 2 2

Tym je nasa hypotéza overena. Obsah trojuholnika K LM uz spoc¢itame lahko:
1
SkLMm = §|KM| -|LD| = 2|DL|cm = V15 cm?.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Zopakujte si Euklidove vety o odvesne a o vyske pravouhlého trojuholnika a pripo-
mente si ich dokazy na zdklade podobnosti daného trojuholnika s dvoma mensimi
trojuholnikmi, ktoré vznikna jeho rozdelenim pomocou vysky na preponu.

D1. Kruznice k(S;6cm) a [(O;4cm) maji vntutorny dotyk v bode B. Uréte dizky stran
trojuholnika ABC, pricom bod A je prieseénik priamky OB s kruznicou k a bod C' je
priese¢nik kruznice k s doty€nicou z bodu A ku kruznici . [59-C—-S-2]

D2. Pravouhlému trojuholniku ABC s preponou AB a obsahom S je opisand kruZnica.
Doty¢nica k tejto kruznici v bode C' pretina dotyc¢nice vedené bodmi A a B v bodoch
D a E. Vyjadrite dlzku tsecky DE pomocou dizky ¢ prepony a obsahu S. [58-C-I1-4]
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