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65. roénik Matematickej olympiady
2015/2016 Riesenia tloh krajského kola kategorie Z9

Informacia pre krajsku komisiu MO:

Pri kazdej ulohe sa za akékolvek tiplné rieSenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu
postupom, ktory sa odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieSeni, ale tilohu nevyriesi uplne,
bodovacia schéma sa zvoli tak, aby co najlepsie korespondovala s navrhom hodnotenia tu
uvedenym. Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 12 alebo viac bodov.

1. Obdiznik md dizky strdn v pomere 2 : 5. Ked predlZime vsetky jeho strany o 9cm,
dostaneme obdlznik, ktorého dizky strdn si v pomere 3 : 7. V akom pomere budi dizky
strdn obdlznika, ktory vznikne predlZenim vsetkych strdan o dalsich 9 cm?

(Michaela Petrova)

RieSenie. Dizky stran povodného obdlznika st v pomere 2 : 5. To znamend, Ze ich
dlzky (v centimetroch) moézeme oznacit 2z a 5z. Po prvom predizeni stran ma obdlznik
rozmery 2z + 9 a 5z + 9. Kedze dizky stran tohto obdlZnika st v pomere 3 : 7, musi
platit:

2¢+9 3

br+9 T

Po vyrieseni rovnice dostavame x = 36 (cm). Rozmery pdvodného obdlznika st 2 - 36 =
=72 (cm) a 5-36 =180 (cm).

Po druhom predlZeni strdn ma obdlZnik rozmery 72 4 18 = 90 (cm) a 180 + 18 =
= 198 (cm). Pomer dlzok stran tohto obdlznika teda je

90:198 =5 :11.

Nduvrh hodnotenia. 2 body za oznadéenie rozmerov pévodného obdlznika a vyjadrenie ich zmeny; 2 body
za zostavenie a vyrieSenie rovnice; 2 body za vypocet koneénych rozmerov obdlznika a ich pomeru.

2. Traja kamardti si mysleli tri navzajom rozne nenulové cifry, z ktorych jedna bola 3.
Z tiychto cifier vytvorili vsetkiych Sest moznich trojcifernych éisel, ktoré potom rozdelili
do troch dvojic. Rozdielom prvej dvojice cisel bolo jednociferné cislo, rozdielom druhej
dvogice cisel bolo dvojciferné c¢islo a rozdielom tretej dvojice cisel bolo trojciferné cislo
delitelné piatimi. Zistite, aké tri cifry si mohli kamarati mysliet. Urcéte vSetky moznosti.

(Erika Novotna)

Riesenie. Myslené cifry oznac¢ime a, b a ¢, pricom bez ujmy na vSeobecnosti predpo-
kladame, Ze a < b < ¢. Z uvazovanych ¢isel mohol jednociferny rozdiel vzniknut jedine
ako rozdiel dvoch ¢isel zac¢inajucich rovnakou cifrou. Preto sta¢i uvazovat nasledujice
tri moznosti:

1) Ak by jednociferny rozdiel vznikol ako

ach — abc = (100a + 10c + b) — (100a + 10b 4 ¢) = 9(c — b),
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tak by platiloc—b =1, tzn. c = b+1 (zodpovedajum rozdiel by bol 9). Ostatné rozdiely
vzniknuté zo zvysnjch ¢isel cba, cab, bea a bac by potom mohli byft:

cba — cab = 9(b — a),

cba — bea = 90,

cba — bac = 100 + 10(b — a) + (a — ¢),
cab — bea < cab — bac = 99,

bea — bac = 9(c — a).

Trojciferny rozdiel mozno dostat iba ako cba — bac. Tento rozdiel méa byt podla zadania
delitelny piatimi. Poslednou cifrou rozdielu nemdze byt nula, lebo a # ¢, rozdiel preto
kon¢i cifrou 5. A kedZe sme stanovili, Ze ¢ > a, muselo by platif ¢ = a + 5, a teda
b = a + 4 (zodpovedajtici rozdiel by bol 100 440 — 5 = 135). Rozdiel zvysnych &isel cab
a bca by potom bol dvojciferny (cab — bca = 100 — 50 + 4 = 54). Jedind vyhovujtca
trojica cifier obsahujuca 3 je 3, 7, 8.

2) Ak by jednociferny rozdiel vznikol ako bca — bac, tak by platilo ¢ — a = 1, tzn.
c=a+ 1. V takom pripade neexistuje b, pre ktoré by platilo a < b < c.

3) Ak by jednociferny rozdiel vznikol ako cba — cab, tak by platilo b — a = 1, tzn.
b= a+ 1 (zodpovedajuci rozdiel by bol 9). Podobnymi tivahami ako v prvom prlpade
zistime, Ze trojciferny rozdiel mozno zo zvysnjch &sel bea, bac, ach a abe dostat iba ako
bca — abe. Aby bol tento rozdiel delitelny piatimi, muselo by platit ¢ = a + 5, a teda
¢ = b+ 4 (zodpovedajici rozdiel by bol 100 + 40 — 5 = 135). Rozdiel zvysnych ¢&isel bac
a acb by potom bol dvojciferny (bac — achb = 100 — 50 + 4 = 54). Jediné vyhovujiice
trojice cifier obsahujuce 3 sa 2, 3, 7 a 3, 4, 8.

Kamarati si mohli mysliet cifry 3, 7, 8 alebo 2, 3, 7 alebo 3, 4, 8.

Ndvrh hodnotenia. 1 bod za mozZnosti vzniku jednociferného rozdielu; 2 body za vsSetky vyhovujice
trojice ¢isel (1 bod za aspon jednu taka trojicu); 3 body podla kvality a tplnosti zdévodnenia, ze viac
trojic neexistuje.

3. Na papieri bolo napisanijch niekolko bezprostredne po sebe iducich kladnijch ndsobkov
urciteho prirodzenéeho cisla vicsieho ako jedna. Rado ukdzal na jedno z napisanych cisel:
ked ho vyndsobil ¢islom, ktoré s nim susedilo nalavo, dostal sucin o 216 mensi, ako ked
ho vyndsobil ¢islom, ktoré s nim susedilo napravo. Na ktoré ¢islo mohol Rado ukdzat?
Ndjdite vsetky moznosti. (Libor Simiinek)

Riesenie. Prirodzené ¢islo, ktorého néasobky boli napisané na papieri, ozna¢me n; podla
zadania je n > 1. Doty¢né ¢isla na papieri tak mozeme oznadit

(k—1)n, kn, (k+ 1)n,

pricom neznadma k je prirodzené ¢islo; aby boli vSetky tri vyrazy kladné, musi byt
k > 1. Rado tak dostal suc¢iny (k — 1)kn? a (k + 1)kn?, ktorych rozdiel je 2kn?. Plati
2kn? = 216, po Gprave

kn®* =108 =2-2-3-3-3.



Pri respektovani podmienok n > 1 a k > 1 dostavame tri rozne rieSenia:

n 2 3 6
27 12 3
kn 54 36 18

Existuju tri mozné ¢isla, na ktoré mohol Rado ukézat: 54, 36 alebo 18.

Ndvrh hodnotenia. 2 body za rovnicu kn? = 108 = 2233 alebo jej obdobu; po 1 bode za kazdé riesenie
vyhovujtce zadaniu; 1 bod za spravne formulovany zaver.

Vypisanie doty¢nych troch élenov postupnosti nie je nevyhnutnou sii¢astou riesenia. Pre ndzornost
ich uvddzame: a) 52, 54, 56; b) 33, 36, 39; c) 12, 18, 24.

4. Fva vpisala do daného trojuholnika kruznicu. Potom dokreslila tri usecky, ktore sa
dotykali vpisanej kruznice a v povodnom trojuholniku vytvdrali tri mensie trojuholniky,
pozri obrazok. Obvody tychto troch trojuholnikov boli 12 cm, 14 ¢cm a 16 cm. Urcte obvod
povodnéeho trojuholnika. (Erika Novotna)

Riesenie. Ozna¢me ako na nasledujicom obrazku vrcholy pévodného trojuholnika A,
B, C, body dotyku vpisanej kruznice D, E, F' a jej stred S, krajné body dokreslenych
useciek G, H, I, J, K, L a ich body dotyku s kruznicou M, N, O.

Usecky HD a HM st dotyénicami z bodu H ku kruznici, preto st uhly HDS
a HM S pravé. Zodpovedajice trojuholniky HDS a HM S maja spolo¢ni stranu HS
a zhodné odvesny SD a SM tvoriace polomery vpisanej kruznice. Z Pytagorovej vety
vyplyva, ze aj odvesny HD a HM su zhodné, tzn. |HD| = |HM|.
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Z rovnakého dovodu plati aj |GF| = |GM]|, teda obvod trojuholnika AHG je rovny
|AH|+ |[HM|+ |MG| + |GA| = |AH| + |HD| + |FG| + |GA| = |AD| + |AF|. (%)

To znamena, ze obvod rohového trojuholnika AHG je rovny suc¢tu vzdialenosti bodu A
od dotykovych bodov na stranach AB a AC.

Rovnaka vlastnost plati aj pre obvody zvysnych dvoch rohovych trojuholnikov.
Obvod trojuholnika ABC' je preto rovny

12+ 14416 = 42 (cm).

Ndvrh hodnotenia. 2 body za poznatok |HD| = |HM]| a jeho pouzitie; 1 bod za jeho zdévodnenie
(mozno akceptovat aj odkaz na stmernost podla priamky H.S); 2 body za vyjadrenie obvodu rohového
trojuholnika (*); 1 bod za vy¢islenie obvodu trojuholnika ABC.
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