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65. ro¢nik Matematickej olympiady
2015/2016 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z7

1. Myska Hryzka nasla 27 rovnakych kococok syra. Najskor si z mich poskladala velki
kocku a chvilu pockala, kym sa syrové kococky k sebe prilepili. Potom z kaZdej steny
velkej kocky vyhryzla stredni kococku. Napokon zjedla aj kococku, ktord bola v strede
velkej kocky. Zvysok syra chce Hryzka spravodlivo rozdelit svojim Styrom mlddatdm,
a preto ho chce rozrezat na Styri kusy rovnakého tvaru aj velkosti. Rezat bude iba pozdlZ
stien kococok a ni¢ k sebe uz lepit nebude. Aky tvar mozu mat kusy syra pre mlddatd?
Ndjdite aspori dve moznosti. (Veronika Hucikova)

Napad. Urcte, kolko syra dostane kazdé z mladat.

Riesenie. P6vodna kocka bola zlozena z 27 kococok. Hryzka vyhryzla po jednej kococke
z kazdej steny a jednu prostrednt, prehryzend kocka teda obsahovala 27 — 6 — 1 = 20
kocdéok. Kazdé zo Styroch mlédat teda dostane 20 : 4 = 5 kococok syra.

Teraz je potrebné predstavovat si rozne Utvary zloZené z 5 kocdcok tak, aby zo
Styroch takych ttvarov bolo mozné zlozit prehryzent kocku. Tu si vSetky rieSenia:

2. Vickovci maju 4 deti. Ondrej je o 3 roky starsi ako Matej a Jakub o 5 rokov starsi
ako najmladsia Jana. Vieme, Ze maji dokopy 30 rokov a pred 3 rokmi mali dokopy
19 rokov. Urcte, kolko md ktoré dieta rokov. (Marta Volfova)

Napad. Zamerajte sa na sucet vekov surodencov pred tromi rokmi.

Riesenie. Oznac¢me aktualny vek deti v rokoch zaciatoénymi pismenami ich mien
(Jakubov vek oznac¢ime k) a takto postupne vyjadrime vSetky vztahy zo zadania:

o=m+3, k=j+5  o+m+k+j=30,
odkial po dosadeni dostavame

(m+3)+m+(j+5)+j=2m+2j+8 =30,
2m + 25 = 22,
m+j = 11.

Zéaroven ma platit, Ze pred tromi rokmi mali deti dokopy 19 rokov. AvSak rozdiel
30 — 19 = 11 nie je nasobkom 3, takze tusime nejaky problém. Vzhladom na to, Ze
11 = 3 - 3 4+ 2, znamena to, ze najmladsia Jana nebola pred tromi rokmi este na svete
a teraz ma 2 roky. Z predchédzajucich vztahov postupne odvodzujeme

m=11—-j=9 k=j+5=7 o=m+3=12.
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Vek deti Vickovcov je teda nasledujici: Ondrej mé 12 rokov, Matej 9, Jakub 7 a Jana
2 roky.

Pozndmka. Ak rovno neodhalime, Ze j = 2, mozeme akikolvek ini moznost vylucit
podobnym dosadenim ako vysSie a porovnanim s pozadovanym suctom pred tromi
rokmi. Vzhladom na to, Ze m + j = 11 a Ze Jana je najmladsia, stac¢i vyskusat
nasledujtiice moznosti: j =1,2,3,4 a 5.

3. Vnitri pravidelného pdituholnika ABCDE je bod P taky, Ze trojuholnik ABP je
rovnostranny. Aky velky je uhol BCP? (Libuse Hozova)

Napad. Uvedomte si, Ze trojuholnik BC' P nie je vSeobecny.

RieSenie. Pituholnik ABCDE je pravidelny, takze plati |AB| = |BC|. Trojuholnik
ABP je rovnostranny, preto |AB| = |BP|. Odtial vidime, ze |BP| = |BC], teda ze
trojuholnik BC'P je rovnoramenny. Jeho vnatorné uhly pri vrcholoch P a C' st preto
zhodné; na ich urcenie sta¢i poznat uhol pri vrchole B (sucet velkosti vntutornych uhlov
v lubovolnom trojuholniku je 180°). Pritom uhol PBC je rozdielom uhlov ABC a ABP,
z ktorych prvy je vnitornym uhlom pravidelného pétuholnika (vyjadrime ho za chvilu)
a druhy je vnitornym uhlom rovnostranného trojuholnika (mé velkost oz = 60°).

Pituholnik ABCDE mozeme rozdelit na pét trojuholnikov so spolo¢nym vrcho-
lom P. Stucéet vnutornych uhlov pdfuholnika je rovny stétu vnutornych uhlov vSetkych
piatich trojuholnikov bez uhlov pri vrchole P, t.j. 5-180° —360° = 540°. V pravidelnom
pituholniku st vSetky vnitorné uhly zhodné, kazdy mé teda velkost 540° : 5 = 108°.

Odtial konecne vieme vyjadrit

B =|{PBC| = |{ABC| — |{ABP| = 108° — 60° = 48°
a nasledne

180° —48°  132°
2 2

v =|4BCP| = |{BPC| = — 66°.
Velkost uhla BCP je 66°.

Poznamka. Velkost vnutorného uhla pravidelného pétuholnika je mozné odvodit aj po-
mocou rozdelenia na pét zhodnych rovnoramennych trojuholnikov ako na nasledujiicom
obrazku (S je stred péfuholnika, t.j. stred jeho opisanej kruznice).
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Uhol pri vrchole S v kazdom z tychto trojuholnikov mé velkost 360 : 5 = 72°;
sucet uhlov pri zakladni je rovny 180° — 72° = 108°, ¢o je tiez velkost vnutorného uhla
pravidelného piatuholnika.

4. V skole pre robotov do jednej triedy chodi dvadsat robotov Robertov, ktori si ocislo-
vani Robert 1 aZ Robert 20. V triede je prdve napdtd atmosféra, rozprdavaju sa spolu iba
niektori roboti. Roboti s nepdarnym cislom sa nerozpravaju s robotmi s parnym cislom.
Medzi Robertmi s mepdrnym cislom sa spolu rozpravaju iba roboti, ktori maju cislo
s rovnakym poctom cifier. Roberti s parnym cislom sa rozprdvaji iba s tymi, ktorych
¢islo zacina rovnakou cifrou. Kolko dvojic robotov Robertov sa moézZe spolu mavzdjom
rozpravat? (Karel Pazourek)

Napad. Najskor rozdelte robotov do skupin, v ramci ktorych sa moézu navzijom
rozpréavat.

Riesenie. Najskor vyjadrime vsetky skupiny robotov, ktori sa mézu medzi sebou
rozpravat (v nasledujtcich zoznamoch st tieto skupiny vyznacené zatvorkami). Roboti
s neparnymi ¢islami st rozdeleni podla poctu cifier, to st dve skupiny:

(1, 3, 5, 7, 9), (11, 13, 15, 17, 19).
Roboti s parnymi ¢islami st rozdeleni podla zaciato¢nej cifry:
(2, 20), (4), (6), (8), (10, 12, 14, 16, 18).
Stac¢i teda spocitat pocéty dvojic, ktoré mozno v ramci kazdej skupiny vytvorit.
Méame tri skupiny s jedinym robotom — v nich nevytvorime ziadnu dvojicu; jednu
skupinu s dvoma robotmi — v tej mame jedinii dvojicu; tri skupiny po piatich robotoch

— v kazdej takej skupine mozno vytvorit 10 dvojic. Celkom dostévame 1+ 3 - 10 = 31
dvojic robotov, ktori sa spolu mozu rozpravat.

5. V kocurkovskej skole pouZivaju zvlastnu ciselni os. Vzdialenost medzi ¢islami 1 a 2
je 1cm, vzdialenost medzi ¢islami 2 a 3 je 8 cm, medzi ¢islami 3 a 4 je 5 cm a tak dalej:
vzdialenost medzi kazZdou nasledujicou dvojicou prirodzenyjch éisel sa vidy zvicési o 2 cm.
Medzi ktorymi dvoma prirodzenymi cislami je na kociurkovskej ciselnej osi vzdialenost
39 cm? Ndjdite vsetky moznosti. (Karel Pazourek)

Napad. Vypiste si vzdialenosti medzi réznymi dvojicami ¢isel na kocturkovskej osi.
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RiesSenie. Vzdialenost 39cm moze byt realizovand medzi réznymi dvojicami ¢isel.
Budeme systematicky vypisovat vzdialenosti medzi niekolkymi prvymi ¢islami koctr-
kovskej osi. V nasledujicej schéme je nad ¢iarou vypisanych prvych 10 ¢isel a pod ¢iarou
skutocné vzdialenosti (v cm) medzi réznymi dvojicami tychto ¢isel — v prvom riadku
pod c¢iarou st postupne vzdialenosti medzi susednymi ¢islami, v druhom riadku pod
¢iarou su vzdialenosti medzi dvojicami ¢isel, ktoré maji medzi sebou prave jedno ¢islo,
atd. (Napr. 21 v trefom riadku pod ¢iarou oznacuje skuto¢nt vzdialenost medzi ¢islami
3 a 6 na kocurkovskej osi a je uréené ako 5+ 7+9). Hviezdickou st oznacené prilis velké
¢isla, ktoré nas nezaujimaju.

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
1 3 ) 7 9 11 13 15 17
4 8 12 16 20 24 28 32 36
9 15 21 27 33 39 * *
16 24 32 40 * * * *
25 35 45 * * * *
36 48 * * * * *
49 * * * * *

Thned vidime (z tretieho riadku pod ¢iarou), ze vzdialenost 39 cm je medzi ¢islami 6 a 9
a Ze sa uréite neobjavuje medzi ¢islami, ktoré maji medzi sebou viac ako dve ¢isla (t. j.
od stvrtého riadku pod ¢iarou). Vzdialenost 39 cm sa uréite tiezZ nemoéze objavovat medzi
¢islami, ktoré maji medzi sebou prave jedno cislo, pretoze vSetky tieto vzdialenosti st
parne (druhy riadok pod ¢iarou). Ostéva teda preskiimat vzdialenosti medzi susednymi
¢islami (prvy riadok pod ¢iarou):

Postupnost vzdialenosti medzi susednymi ¢islami mézeme vyjadrit ako

1, 3=1+4+2, 5=1+42-2, 7=1+4+2-3, 9=1+42-4,
Vseobecne, vzdialenost medzi ¢islami i a i + 1 na koctrkovskej osi je rovné
1+2(i—1)=2i—1(cm).

Tato vzdialenost teda bude rovna 39 cm prave vtedy, ked ¢ = 20.

Vzdialenost 39 cm na koctrkovskej ¢iselnej osi je medzi dvojicami ¢isel 6, 9 a 20,
21.

Poznamky. Zavere¢ni tivahu mozno nahradit vypisanim a spocitanim vSetkych nepar-
nych ¢isel az po 39. Ak je vypis tplny, je také rieSenie spravne.

Naopak, Gvodné vypisovanie sa d& celé nahradit ivahou, prip. vypoc¢tom: Vsetky
vzdialenosti v tabulke st sti¢tom roznych pocétov neparnych éisel, pricom tieto pocty su
bud nepérne (pre susediace ¢isla a dvojice ¢isel, medzi ktorymi je parny pocet ¢isel),
alebo parne (pre dvojice ¢isel, medzi ktorymi je neparny pocet ¢isel). V jednotlivych
riadkoch sa teda objavuju bud iba nepéarne, alebo iba parne ¢isla. Vzdialenost 39 cm
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sa teda moze objavovat iba medzi susednymi ¢islami a dvojicami, medzi ktorymi je na
kocurkovskej osi parny pocet cisel.

Predoslé vypisovanie postupnosti vzdialenosti medzi susednymi ¢islami mé nasle-
dujicu analégiu pre dvojice ¢isel, medzi ktorymi st dve cisla:

9, 15=9+46, 21=9+6-2, 27T=94+6"3,
Vseobecne, vzdialenost medzi ¢islami i a i + 3 na koctrkovskej osi je rovné
9+6(:—1) =6i+ 3(cm).

Téato vzdialenost teda bude rovna 39 cm prave vtedy, ked ¢ = 6. Podobne mozno vyjadrif
akukolvek ind vySsie vypisovani postupnost.

RieSenie tlohy mozno zjednodus$it pomocou nasledujiceho poznatku: Sucet ne-
parneho poc¢tu po sebe iducich neparnych c¢isel je rovny sucinu poctu tychto cisel
a prostredného z nich. Usilovnym riesitelom odportcame tento poznatok zdévodnit
a rieSenie domysliet.

V uvedenej schéme si moézeme viimnif, ze vietky ¢isla v prvom Sikmom stipci
st druhymi mocninami prirodzenych c¢isel. To nie je ndhoda — vSeobecne plati, ze
stéet prvych k po sebe idacich neparnych é&isel je rovny k2. Odportiéame porovnaf
toto tvrdenie s poznatkom v predchédzajicej poznamke.

6. Na vystave dlhosrstych maciek sa zislo spolu desat vystavujicich. Vystavovalo sa
v obdlznikovej miestnosti, v ktorej boli dva rady stolov ako na obrdzku. Macky boli

oznacené navzajom roznymi cislami v rozsahu 1 aZ 10 a na kaZdom stole sedela jedna
macka. Urcte cislo macky, ktord bola na vystave hodnotend naglepsie, ak viete, Ze:

sucet cisel maciek sediacich oproti sebe bol vZdy rovnaky,

e sucet cisel kazdych dvoch maciek sediacich vedla seba bol pdrny,

e sucin cisel kazdych dvoch maciek sediacich vedla seba v dolnom rade bol ndsobok
cisla 8,

e macka cislo 1 nebola na kragi a bola viac vpravo ako macka cislo 6,

e vyhrala macka sediaca v pravom dolnom rohu.
(Martin Mach)

Napad. Mozu oproti sebe, prip. vedla seba sediet macka s parnym a macka s neparnym
¢islom?
Riesenie. Postupne rozoberieme dosledky jednotlivych poznatkov zo zadania:

a) Cisla maciek sediacich oproti sebe tvoria 5 parov s rovnakym stctom. Stcet ¢isel
vSetkych maciek je 1+2+---+10 = 55, takze kazdy par musi mat sucdet 55 : 5 = 11;
jediné moznosti st 1 +10,2+9,3+ 8,4+ 7,5+ 6.
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b) Péarne ¢islo sa neda ziskat st¢tom parneho a neparneho ¢isla. V jednom rade preto
mozu sediet iba macky s neparnymi ¢islami, v druhom iba macky s parnymi ¢islami.

c) Nésobok ¢isla 8 nemozno ziskat sic¢inom neparnych ¢isel. Z toho a z predchadzaji-
ceho dosledku vyplyva, ze v dolnom rade sedeli iba macky s parnymi ¢islami, t.j.
2,4, 6, 8, 10. Sté¢inom dvoch takych ¢isel mozno ziskat nasobok 8 prave vtedy, ked
jeden z ¢initelov je 4 alebo 8. Preto nemo6zu byt macky s ¢islami 4 a 8 na krajoch,
ani uprostred.

d) Podla dosledku a) vieme, Zze oproti macke s ¢islom 1 sedela macka s ¢islom 10.
Z toho vyplyva, ze ani macka s ¢islom 10 nemoze byt na kraji a je viac vpravo ako
macka s Cislom 6.

e) Z doterajsich informécii vieme, ze v pravom dolnom rohu sedela macka s parnym
¢islom roznym od 4, 8, 10 a 6.

Vyhrala teda macka s ¢islom 2.

Pozndmka. Z uvedeného takmer vieme urcif rozmiestnenie vSetkych maciek v miest-
nosti: poradie maciek v spodnom rade mohlo byt

bud 6, 4, 10, 8, 2, alebo 6, 8, 10, 4, 2,

poradie maciek v hornom rade je potom jednozna¢ne uréené podla désledku a).
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