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65. roénik Matematickej olympiady
2015/2016 Riesenia 1tloh doméceho kola kategorie Z8

1. Miso mal na policke malu klaviatiru, ktoru vidite na obrdzku. Na bielych kldvesoch
boli vyznacené ich tony. Klaviatiru nasla mald Kldra. Ked ju brala z policky, vypadla

C|ID|E|F|G|A|H

jej z ruky a vsetky biele kldvesy sa z nej vysypali. Aby sa brat nehneval, zacala ich
Kldra skladat spdt. Vsimla si pritom, Ze sa dali vioZit iba na niektoré miesta, lebo im
prekaZali cierne kldvesy umiestnené presne doprostred medzi dva biele. Klare sa podarilo
kldvesy nejako zloZit, avsak tony na nich boli pomiesané, kedze este nepoznala hudobni
stupnicu. Zistite, kolkymi sposobmi mohla Kldra klavesy poskladat.  (Erika Novotna)

Napad. Ktoré klavesy mohla Klara zamenit a ktoré nie?

Riesenie. Rozsypané, tzn. biele klavesy su trojakého typu:

1. klavesy C a F, ktoré majua ¢iernu klavesu sprava,
2. klavesy E a H, ktoré maju ¢iernu klavesu zlava,
3. klavesy D, G a A, ktoré maju ¢ierne klavesy z oboch stran.

Je zrejmé, ze Klara mohla popliest vzdy len klavesy rovnakého typu. Klavesy prvého
typu mohla poskladat dvojakym spésobom:

Cx xF % xx, F x xC x % %,
Klavesy druhého typu mohla poskladat tiez dvojakym sposobom:
x « B x x x H % x H % x x E.

Klavesy tretieho typu mohla poskladat Siestimi sposobmi:

*xD x x GAx, *xD x x A G x,
*xG * *x ADx*, *xG x xD A x,
x A x xDGx, xA x xGD =

Uvedené tri skupiny moznych skladani st od seba tiplne nezéavislé (mozno ich fubovolne
kombinovat). Preto je celkovy pocet moznosti, ako mohla Klara klavesy poskladat,
rovny 2-2-6 = 24.



2. Na luke sa pasu kone, kravy a ovce, spolu ich je menej ako 200. Keby bolo krav
45-krat viac, koni 60-krat viac a oviec 35-krdt viac ako ich je teraz, ich pocty by sa
rovnali. Kolko sa spolu na like pasie koni, krdv a oviec? (Marie Krejcova)

Napad. Aké st pomery poc¢tov jednotlivych druhov zvierat?

Riesenie. Pomer medzi poc¢tom krav a koni je
60:45=4:3
a pomer medzi poc¢tom oviec a koni je
60:35=12:7.

Pocet koni teda musi byt nejakym nésobkom ¢éisla 3 a stcasne ¢isla 7, teda nasobkom
¢isla 21.

Keby na luke bolo 21 koni, potom by tam bolo 21-4 : 3 = 28 krav a 21-12: 7 = 36
oviec, celkom teda 21 + 28 4 36 = 85 zvierat. Keby na ltke bolo 42 koni, potom by
vsetky pocty boli dvojnasobné, celkom by teda bolo 2 -85 = 170 zvierat. Keby na like
bolo 63 koni, potom by vSetky pocty boli trojndsobné, celkom by teda bolo 3 -85 = 255
zvierat, o je vSak viac ako 200.

Na like sa teda péaslo bud 85, alebo 170 zvierat.

Poznamka. K rovnakému vysledku mozno dojst tiez rozkladom danych nésobkov na
suciny prvocisel:
45=3-3-5, 60=2-2-3-5, 35=5-T7.

Aby sa zodpovedajice nasobky poc¢tov jednotlivych zvierat rovnali, musia byt v ich
prvociselnych rozkladoch zastipené vsetky predchadzajice prvocisla (vratane ich né-
sobnosti). Najmensi mozny pocet krav teda je 2-2-7 = 28, koni 3 -7 = 21 a oviec
2-2-3-3 =36, celkom 28 + 21 + 36 = 85 zvierat.

3. Dany je rovnoramenny lichobeznik ABCD, v ktorom plati
|AB| = 2|BC| =2|CD| = 2|DA]|.

Na jeho strane BC' je bod K taky, Ze |BK| = 2|KC|, na jeho strane CD je bod L
taky, Ze |CL| = 2|LD|, a na jeho strane DA je bod M taky, Ze |DM| = 2|M A|. Urcte
velkosti vnitornych uhlov trojuholnika K LM . (Jaroslav Zhouf)

Napad. Zamerajte sa najskér na vnatorné uhly lichobeznika ABCD.

Riesenie. Z predpokladov vyplyva, Ze spojnica stredu usecky AB s vrcholmi C' a D
rozdeluje lichobeznik ABC' D na tri zhodné rovnostranné trojuholniky. Preto velkosti
vnutornych uhlov v lichobezniku pri vrcholoch A a B st rovné 60° a pri vrcholoch C
a D su 120°.

Zo zadania dalej vyplyva, Ze trojuholniky LCK a M DL st zhodné (podla vety
sus). Preto aj tsecky KL a LM a vyznacdené dvojice uhlov st zhodné; velkosti tychto
uhlov oznac¢ime « a 3. Trojuholnik K LM je rovnoramenny a uhly pri zékladni st tiez
zhodné; ich velkost oznacime 0 a velkost uhla K LM oznac¢ime +.
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A B
Zo suctu vnutornych uhlov v trojuholniku K C'L odvodime
a+ 5 =180° — 120° = 60°.
Sucet troch vyznacenych uhlov s vrcholom L je priamy uhol, takze
v =180° — (a + 5) = 120°.
Napokon zo sti¢tu vnatornych uhlov v trojuholniku K LM odvodime

~180° — 120°
- 2

0 = 30°.

Velkosti vnutornych uhlov trojuholnika K LM st 30° a 120°.

4. V komore, kde sa rozbilo svetlo a vietko z nej musime brat naslepo, mdme ponozky
Styroch roznych farieb. Ak si chceme byt isti, Ze vytiahneme aspon dve biele ponoZky,
musime ich z komory priniest 28. Aby sme mali taki istotu pre sivé ponozky, musime
ich priniest tieZ 28, pre ¢ierne ponozky staci 26 a pre modré ponozky 34. Kolko je spolu
v komore ponoziek? (Eva Semerddova)

Napad. Kolko je v komore nebielych, nesivych, neciernych, resp. nemodrych ponoziek?

Riesenie. Ak vytiahneme najskor vSetky nebiele ponozky a az potom dve biele, vytiah-
neme prave 28 ponoziek. Nebielych ponoziek je teda 26. Rovnakou tvahou dospejeme
k tomu, Ze nesivych ponoziek je tiez 26, neciernych je 24 a nemodrych je 32.

Nebiele ponozky zahfnaji ponozky ostatnych troch farieb; naopak biele ponozky
st zahrnuté medzi nesivymi, neciernymi a nemodrymi. Podobne je to s ostatnymi
pripadmi. Stcet vsetkych nebielych, nesivych, neciernych a nemodrych ponoziek je preto
rovny trojnasobku poctu vsSetkych ponoziek v komore. Tento stucet je 26 + 26 + 24 +
+ 32 = 108, v komore je teda 108 : 3 = 36 ponoziek.

Poznamky. Z vysledného suctu a z predchadzajicich pozorovani mozno Tahko odvodit
pocty ponoziek jednotlivych farieb (napr. bielych ponoziek je 36 — 26 = 10).

Ak pocty ponoziek jednotlivych farieb oznacime pociatoénymi pismenami onych
farieb, tak predchadzajice mysSlienky mozeme zapisat takto:

s+ ¢+ m = 26,
b+ ¢+ m = 26,
b+ s+ m =24,
b+ s+ ¢ =32,
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odkial séitanim dostédvame
3(b+ s+ ¢+ m) =108,

z ¢oho po deleni tromi vyplyva

b+s+¢+m=36.

5. Cislo dria je poradové ¢islo daného dria v prislusnom mesiaci (teda napr. éislo dria
5. augusta 2016 je 5). Ciferny sucet dria je sucet hodnot vsetkych cifier v datume tohto
dria (teda napr. ciferny sicet dria 5. augusta 2016 je 5+8+2+0+1+6 = 22). Stastny
den je taky deni, ktorého ¢islo dria je rovné cifernému suctu dria. Urcte, kolko $tastnijch
dni je v roku 2016 a ktoré dni to si. (Lucie Ruzickova)

Napad. Vyjadrite definiciu $fastného diia pomocou rovnice.
Riesenie. Cislo diia je nanajvys dvojciferné ¢islo v rozsahu od 1 po 31, ktoré oznacime
10a + b; cifra a moéze byt 0, 1, 2, alebo 3. Cislo mesiaca je nanajvys dvojciferné &islo
v rozsahu od 1 po 12, ktoré oznaéime 10c+d; cifra ¢ moze byt bud 0, alebo 1. Pri tomto
oznaceni je Stastny den taky, ze plati
10a+b=a+b+c+d+2+0+1+6,
9(a—1)=c+d.
Z toho vyplyva, ze b moze byt lubovolné, a musi byt bud 2, alebo 3 (a sucet ¢ + d je
delitelny 9).
e Aka=2,tak c+d=29, ¢o znamena, ze c=0ad=9.
e Ak a = 3, tak ¢ + d = 18, ¢o vzhladom na vyssie formulované obmedzenia nema4
vyhovujice riesenie.

Vsetky stastné dni st teda v mesiaci september, a to od 20. do 29., celkom 10 dni.

6. Katka narysovala trojuholnik ABC'. Stred strany AB oznacila X a stred strany AC
oznacila Y. Na strane BC' chce ndjst taky bod Z, aby obsah Stvoruholnika AXZY bol

¢o najviacsi. Aku céast trojuholnika ABC maézZe maximdlne zaberat Stvoruholnik AXZY ?
(Alzbeta Bohinikova)

Napad. Urcte, aka cast trojuholnika ABC' zabera trojuholnik AXY .

Riesenie. Zo zadania vyplyva, ze tisecka XY je strednou prieckou trojuholnika ABC),
ktora je rovnobezné so stranou BC. Jej dlzka je teda poloviéna vzhladom na dlzku
strany BC' a velkost vysky z bodu A na XY je tiez poloviénad vzhladom na velkost
vysky z toho istého bodu na BC. To znamend, Ze trojuholnik AXY ma Stvrtinovy
obsah vzhladom na obsah trojuholnika ABC.

C
Z




Teraz zvolme bod Z na strane BC'. Kedze tsecky BC a XY st rovnobezné, je obsah
trojuholnika XY Z, a teda aj Stvoruholnika AX ZY, rovnaky pre akokolvek zvoleny
bod Z. Kedze vzdialenost rovnobeziek BC' a XY je rovnakd ako vzdialenost XY od
vrcholu A, maju trojuholniky AXY a XY Z tu ista velkost vysky na ich spoloéni
stranu XY, a preto maju taky isty obsah. Kazdy z tychto dvoch trojuholnikov zabera
stvrtinu trojuholnika ABC', $tvoruholnik AXZY preto zabera polovicu trojuholnika
ABC.
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