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65. ro¢nik Matematickej olympiady
2015/2016 Riesenia tloh krajského kola kategorie C

1. Ndjdite najmensiu moznu hodnotu vyrazu
322 — 122y + y*,

v ktorom = a y su lubovolné celé nezdporné ¢isla. (Jaromir Sims3a)
Riesenie. Oznac¢me dany vyraz V a upravme ho dvojakym pouzitim Gpravy nazyvanej
doplnenie na Stvorec:

V =327 —12zy +y* = 3(x — 2y)* — 129" +y* = 3(z — 2y)* + (y° — 6)* — 36.

Zrejme plati (z—2y)? = 0, takZe najmensiu hodnotu vyrazu V pri pevnom y dostaneme,
ked polozime z = 2y. Ostéva preto najst najmensiu moznt hodnotu mocniny (y? — 6)?2
s nezapornou celo¢iselnou premennou y. Ked%e y? € {0,1,4,9,16,25, ...} a ¢islo 6 padne
medzi ¢isla 4 a 9 tejto mnoziny, plati pre kazdé celé ¢islo y nerovnost

(y> —6)> = min((4 —6)%,(9 — 6)*) = min{4,9} = 4.
Pre Tubovolné celé ¢isla = a y tak dostavame odhad
V=23-0+4-36=-32,

pritom rovnost V = —32 nastéava pre y =2 a x = 2y = 4.
Odpoved. Hladana najmensia mozna hodnota daného vyrazu je —32.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 3 body za potrebna tpravu vyrazu, 1 bod za urcenie minima
mocniny (y? — 6)2 (sta¢i konstatovat, ze 22 je druhd mocnina najblizsia k ¢islu 6), 1 bod za uréenie
hladanej hodnoty —32 a 1 bod za uvedenie dvojice (z,y), pre ktor sa tdto hodnota dosahuje.

2. Urcte, kolkymi sposobmi mozZno vsetky hrany kocky ABCDEFGH ofarbit styrmi
dangmi farbami (celd hranu bez krajnych bodov vidy jednou farbou), aby pritom kazdd
stena kocky mala hrany vsetkych styroch farieb. (Jaroslav Svréek)

Riesenie. Rozne farby musia mat nielen Styri hrany kazdej steny kocky, ale aj kazdé
tri hrany, ktoré vychadzaju z rovnakého vrcholu kocky (kedze kazdé dve z nich patria
jednej stene). Tento tvodny postreh budeme v celom rieseni mléky opakovane vyuzivat.

Zacneme ofarbenim hran steny ABC D, farby jej hran AB, BC, CD, D A oznacime
postupne ¢islami 1, 2, 3, 4. Pre vyber farby 1 mame 4 moznosti, pre vyber farby 2
uz iba 3 moZnosti atd., takze pocet vSetkych ofarbeni hrén steny ABCD je rovny
4-3-2-1 = 24. Vyberieme jedno z nich a dalej budeme uvazovat o moznostiach
ofarbenia zvys$nych 6smich hran kocky.

Podla farby 1 hrany AB a farby 4 hrany AD vidime, Ze hrana AE moZe mat
farbu 2 alebo 3. Rozoberme podrobne prvy pripad, ked AE m4 farbu 2. Pozname teda
ofarbenie piatich hran, ako je vyznacené na prvej kocke zo série na obr. 1, ktory ukazuje,
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Obr. 1

ako postupne urcit (uz jednoznac¢ne dané) ofarbenie zvysnych siedmich hréan. V kazdom
kroku nad sipkou uvaddzame hranu, ktorej farbu prave urcujeme. Opiseme prvy krok:
hrana D H nemdze mat ani farby 3 a 4 (kvoli hranam DC' a DA), ani farbu 2 (kvoli stene
ADHE), ma teda farbu 1. Takto argumentujeme aj v dalsich krokoch; na poslednej
kocke dostavame ofarbenie vSetkych jej hran, ktoré naozaj vyhovuje podmienke tilohy.

Obdobnym postupom mozno ziskat (jediné) vyhovujice ofarbenie vsetkych hran
kocky aj v druhom pripade, ked hrana AE ma farbu 3 (obr.2). Podrobnua sériu sme
vynechali, najmi preto, Ze poéiatoéni kocku z obr. 2 (vratane uréenych farieb) mozno
previest na pociato¢ni kocku z obr. 1, ked ju najskor zobrazime v stimernosti podla
roviny ACGFE a potom navzajom vymenime farby 1 <> 4, 2 <+ 3 (a oznacenie vrcholov
B D, F <« H).
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Obr. 2

Overili sme, Ze kazdé z 24 moznych ofarbeni hréan steny ABCD sa d& rozsirit prave
dvoma spdsobmi na vyhovujuce ofarbenie vsetkych 12 hran kocky. Preto je ich celkovy
pocet rovny 2 - 24 = 48.

Iné rieSenie. Opif budeme opakovane vyuzivat postreh z tvodu prvého rieSenia,
tentoraz vsSak v odliSnom postupe zalozenom na poznatku, ze Ziadne dve rovnobezné
hrany kocky nemozu mat rovnaki farbu. Stacéi to dokézat iba pre dve rovnobezné hrany,
ktoré nelezia v jednej stene kocky, bez ujmy na vsSeobecnosti napriklad pre hrany AB
a GH. Keby naopak mali rovnaki farbu, nemohla by ju mat uz ziadna z hran BC, BF,
GC, GF, ¢ize by ju nemala ziadna z hran steny BCGF, a to je spor.
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Ak oznac¢ime farby hréan AB, BC, CD, DA opit postupne ¢islami 1, 2, 3, 4, tak
podla dokdzaného poznatku maji v hornej stene EFGH farbu 1 a 3 hrany F'G a FH —
nevieme vSak v akom poradi; obe moznosti si1 vykreslené na obr. 3. V akom poradi su

Obr. 3

farby 2 a 4 zvysnych hran EF a GH hornej steny? Na Tavej kocke podla farieb AB,
AD a EH vidime, ze AE ma farbu 2, takze v hornej podstave ma FF farbu 4 a GH
farbu 2. Podobne na pravej kocke ma BF farbu 4, takze EF' ma farbu 2 a GH farbu 4.
Jednoznacné ofarbenie zvysnych ,zvislych“ hran oboch kociek je uz jednoduché; pre
lavii kocku dostaneme vysledné ofarbenie z obr. 1, pre prava kocku ofarbenie z obr. 2.
Tymto postupom znova prichddzame k zaveru, ze hladany pocet vyhovujtcich ofarbeni
danej kocky ABCDEFGH je rovny dvojnasobku poctu vyberov farieb pre hrany steny
ABCD.

Za Gplné riesenie dajte 6 bodov. Za urcenie poctu 24 vSetkych ofarbeni jednej steny dajte 1 bod, rovnako
tak ohodnotte postreh o roéznych farbach Iubovolnych troch hran so spoloé¢nym krajnym bodom. Pri
neuplnom postupe z prvého rieSenia dajte 1 bod za rozbor dvoch moznosti pre farbu (piatej) hrany AFE),
uréovanie farieb zvy$nych siedmich hrdn moéze byt v aplnom rieseni opisané iba pre prva z tychto hran
a pre dalsie bez postupnych obrazkov. Pri netplnom postupe z druhého riesenia dajte 2 body za
zdovodnenie poznatku o farbach Iubovolnych dvoch rovnobeznych hran.

3. V pravouhlom lichobezniku ABCD s pravym uhlom pri vrchole A zdkladne AB je
bod K priesecnikom vysky C P lichobeznika s jeho uhloprieckou BD. Obsah stvoruhol-
nika APCD je polovicou obsahu lichobezinika ABCD. Urdéte, aki ¢ast obsahu trojuhol-
nika ABC' zaberd trojuholnik BCK. (Lucie Ruzickova)

RiesSenie. V pravouholniku APCD ozna¢me ¢ = |[CD| = |AP| a v = |[AD| = |CP)|
(obr. 4, pricom sme uz vyznaéili dalsie dizky, ktoré odvodime v priebehu riesenia).!
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Obr. 4

! Kedze podla zadania uhlopriecka BD pretina vysku C' P, musi jej pita P lezat medzi bodmi A a B,
takze sa jednd o ,zvycajny“ lichobeznik ABC D s dlhsou zékladniou AB a kratSou zékladnou CD.
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Z predpokladu Sapcp = %S ABcp vyplyva pre druhi polovicu obsahu ABC'D vy-
jadrenie %SABCD = Sch, takze SAPCD = SPBC Cize cv = %|PB|U, odkial vzhladom
na to, ze v # 0, vychadza |PB| = 2¢, v dosledku ¢oho |AB| = 3c.

Trojuholniky C DK a PBK maju pravé uhly pri vrcholoch C, P a zhodné (vrcho-
lové) uhly pri spolo¢nom vrchole K, takze st podla vety uu podobné, a to s koeficientom
|PB| : |CD| = 2c : ¢ = 2. Preto tiez plati |[PK| : [CK| = 2 : 1, odkial |[KP| = 2v
a |CK| = jv.

Posudzované obsahy trojuholnikov ABC' a BC'K tak maju vyjadrenie
|AB|-|CP| _ 3cv s _|CK|-|BP| zv-2¢

2 g COUBOKT T Ty TR
preto ich pomer mé hodnotu

Sapc =

Spok  sCU 2

SaBc %cv 9

Odpoved. Trojuholnik BC'K zabera 2/9 obsahu trojuholnika ABC.

Za Uplné riesenie ulohy dajte 6 bodov, z toho 1 bod za odvodenie |BP| = 2|CD|, 2 body za objav
podobnosti trojuholnikov CDK a PBK s koeficientom 2, 1 bod za uréenie |CK| = %|AD| a zvysné
2 body za zostavenie a vypocet hladaného pomeru. Absenciu argumentu z pozndmky pod ¢iarou
v ziackych rieSeniach tolerujte.

4. Adam s Barborou hraji so zlomkom

10a + b

10c+d
takito hru na Styri tahy: Hrdci striedavo nahrddzajiu lubovolné z doposial neuréenijch
pismen a, b, ¢, d nejakou cifrou od 1 do 9. Barbora vyhrd, ked visledny zlomok bude
rovny bud celému c¢islu, alebo ¢islu s koneénym poctom desatinnych miest; inak vyhrd
Adam (napriklad ked vznikne zlomok % ). Ak zac¢ina Adam, ako md hrat Barbora, aby

zarucéene vyhrala? Ak zacina Barbora, je mozné poradit Adamovi tak, aby vidy vyhral?
(Tomas Jurik)

RieSenie. Ak mé prvy fah Adam, méze Barbora hrat tak, aby bol vysledny zlomok
rovny jednej, ¢o podla zadania prinesie Barbore vyhru. Taky zlomok vyjde, ked buda
stucasne platit obe rovnosti a = ¢ a b = d, ktoré Barbora dosiahne tahmi ,stimerne
zdruzenymi“ podla zlomkovej ¢iary s Adamovymi tahmi.

Ak zac¢ina Barbora, méze Adam hrat tak, aby vysiel zlomok s menovatelom 10c+d

delitelnym tromi, ktorého citatel 10a + b vSak delitelny tromi nebude. Na to Adamovi
sta¢i po kazdom z oboch Barborinych tahov vhodne ,doplnit“ ¢itatel ¢ menovatel,
napriklad podla kritéria delitelnosti tromi mu staci zabezpedit, aby sa ciferny sucet
a+ b ¢itatela rovnal 10 a aby sa ciferny stcet ¢+ d menovatela rovnal 9 alebo 12. Adam
tak vyhra, pretoze vysledny zlomok nebude mozné kratit tromi, takze sa nebude rovnat
ziadnemu zlomku s mocninou ¢isla 10 v menovateli, akym sa d& zapisat kazdé ¢islo
s koneénym poctom desatinnych miest.
Za tuplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 3 body za popis vyhravajacej Barborinej stratégie v pripade,
ked zac¢ina Adam, a 3 body za popis vyhravajicej Adamovej stratégie v pripade, ked zacina Barbora.
Obe opisané vyhravajuce stratégie nie s samozrejme jediné mozné, napriklad Adam moze zalozit
svoju stratégiu na delitelnosti jedenastimi namiesto tromi, ked svojimi tahmi dosiahne rovnost ¢ = d
a nerovnost a # b.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.
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