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64. roénik Matematickej olympiady Zadania tloh vyberového sistredenia

(Stustredenie sa konalo 19.—26. 4. 2015.)

1. Najdite vsetky celociselné riesenia rovnice

(m? —n?)? = 16n + 1.

2. Najdite vsetky funkcie f: R — R také, ze pre vsetky z,y € R plati

F(f@)?+f(y) ==f(x) +y.

3. Na tabulke velkosti 1 xn (n 2 2) sa dvaja hraéi striedaja v tahoch, v ktorych vpisuji
kriziky a kruzky do prazdnych poli¢ok tabulky. Prvy hrac¢ vpisuje kriziky, druhy krazky.
Nie je dovolené, aby sa v tabulke nachadzali dva rovnaké znaky na susednych poli¢kach.
Hrac¢, ktory uz nemé tah, prehrava. Ktory z hra¢ov ma vitaznu stratégiu?

4. Na strane BC trojuholnika ABC' lezi bod M taky, Ze tazisko trojuholnika ABM lezi
na kruznici opisanej trojuholniku ACM a zaroven tazisko trojuholnika ACM lezi na
kruznici opisanej trojuholniku ABM . Dokéazte, ze taznice trojuholnikov ABM a ACM
z bodu M st rovnako dlhé.

5. Nech n, k st dané prirodzené c¢isla. Na stole je 2n listov papiera a na kazdom je
napisané ¢islo 1. V jednom kroku vyberieme dva papiere a ak na nich su ¢isla a, b, tak
na oba z nich napiSeme a + b. Dokazte, ze po nk krokoch bude sucet ¢isel na vsetkych
papieroch aspon n - 2F+1,

6. Je dany ostrouhly trojuholnik ABC, pricom |AC| > |AB|. Stred jeho opisanej
kruznice ozna¢me O. Os uhla BAC pretina opisani kruznicu tomuto trojuholniku
v bode M # A. Nech I je kruznica s priemerom AM. Osi uhlov AOB a AOC pretinaju
I' v bodoch P a . Na priamke PQ je zvoleny bod R tak, ze |MR| = |AR|. Dokazte,
ze AR || BC. (Os uhla chdpeme ako polpriamku.)

7. Nech a1 < as < ... < a, st po dvoch nestdelitelné prirodzené ¢isla také, ze a; je
prvocislo a a; = n + 2. Na reélnej osi na intervale mm/ = (0,a1as...a,) vyznacime
vSetky celé ¢isla, ktoré su delitelné aspon jednym z ¢isel aq,as,...,a,. Tieto body

rozdelia mm/ na niekolko mens$ich tseciek. Dokézte, ze ak s¢itame druhé mocniny ich
dlzok, tak dostaneme ¢islo delitelné a;.

8. Majme pravouhly trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vrchole B. Nech BD je
vyska z vrcholu B na stranu AC (bod D lezi na AC). Dalej ozna¢me P, Q a I postupne
stredy kruznic vpisanych trojuholnikom ABD, CBD a ABC. Ukazte, ze stred kruznice
opisanej trojuholniku PI(Q lezi na priamke AC.



9. Najdite vsetky funkcie f:R\ {0,1} — R také, ze pre vSetky z z defini¢ného oboru
plati
1

(ﬂ@+f<T%;):1+;Hj;y

10. Nech a, b, ¢ st prirodzené ¢isla. Dokazte, ze ak

(abe)™ | ((a™ = )" = 1)(c" — 1) +1)°

pre kazdé prirodzené ¢islo n, tak potom nutne a = b = c.

11. Mucha a k pavtukov stoja v nejakych mrezovych bodoch mriezky 2015x2015. Mucha
a pavuky sa hybu v fahoch: najprv ide mucha, a bud ostane na svojom mieste, alebo sa
pohne do susedného mrezového bodu. Potom idui naraz vsetky paviky, a kazdy z nich
moze ostat na svojom mieste alebo sa pohnut do susedného bodu (v jednom bode moze
byt aj viac pavikov). Paviky a mucha poznajia vzdy pozicie vSetkych ostatnych.

a) Najdite najmensie k také, ze k pavikov dokaze vzdy chytit v kone¢nom ¢ase muchu,

bez ohladu na ich poc¢iato¢né rozmiestnenie.

b) Odpovedzte na rovnaku otazku pre trojrozmernt mriezku 2015 x 2015 x 2015.
(Mrezové body st susedné prave vtedy, ked maju prave jednu réznu stiradnicu, a rozdiel
v danej suradnici je 1. Paviky chytia muchu, ak je aspon jeden z nich v rovnakom bode
ako mucha.)

12. Slovom budeme oznacovaf konecéni postupnost pismen z nejakej abecedy. Slovo
nazveme periodické, ak sa da rozlozif na aspon dve rovnaké podslova (napr. ababab
a abcabc su periodické, zatial ¢o ababa a aabb nie si). Dokazte, ze ak slovo ma taku
vlastnost, Zze po prehodeni akychkolvek dvoch susednych pismen je periodické, tak
potom toto slovo ma vsetky pismené rovnaké.

13. Zistite, ¢i existuje nekonecnd postupnost xi, o, ... prirodzenych d¢isel, ktora
obsahuje prave 102°16 roznych ¢isel (napr. postupnost 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, ... obsahuje
tri rézne ¢isla), pricom pre vSetky n € N plati

Tpto = nsd(x,, Tpy1) + 2016.

14. Nech a, b, ¢ st kladné redlne ¢isla. Dokazte nerovnost

(b+c—a)® (cta—-b> (at+tb—0c)? _ 3
(b+c)2+a? (c+a)2+b (a+b)?2+c2 5

15. Nech ABC' je trojuholnik so stredom opisanej kruznice v bode O a nech D je
priese¢nik osi uhla BAC a tsecky BC. Dalej nech M je taky bod, ze MC 1L BC
aMA | AD anech priamky BM a OA sa pretinaja v bode P. Dokéazte, ze priamka BC'
je dotyc¢nicou ku kruznici, ktord ma stred v bode P a prechadza bodom A.



16. Najdite vSetky dvojice (z,y) kladnych celych éisel, ktoré st rieSenim rovnice

YT —13zy + 7y = |z —y| + 1.

17. Pre dant n-ticu redlnych ¢isel (z1, o, ..., x,) definujeme jej cenu ako maximum
z Cisel
\z1], o+ x|, |ridaet+as], .., (it a4 43,

Danych je n ¢isel (nie nutne réznych). Dorota a Lucia ich cheti usporiadat do n-tice
s nizkou cenou. Désledna Dorota vyskisa vsetky mozné n-tice a ndjde najmensiu mozna
cenu D. Leniva Lucia zvoli x; tak, Ze hodnota |z1| je najmensia moznd; zo zvysnych
Cisel zvoli x5 tak, ze hodnota |z; + z2| je najmensia mozna, atd. Inymi slovami, v i-tom
kroku Lucia spomedzi zvys$nych ¢isel vyberie x; tak, aby hodnota |z +x2+. ..+ z;| bola
najmensia mozna. Ak ma v niektorom kroku na vyber viac ¢isel davajicich najmensiu
hodnotu, zvoli jedno z nich ndhodne. Takto napokon dostane n-ticu s cenou L. Najdite
najmensiu moznu konstantu ¢ taka, Ze pre kazdé prirodzené cislo n, pre kazdych n
realnych ¢isel a pre kazdd mozna n-ticu, ktort Lucia vie dostat, plati L < ¢D.

18. Dany je trojuholnik ABC. Vnitri stran BC, C'A a AB st postupne zvolené body
K, L a M, pricom priamky AK, BL a CM sa pretinaju v jednom bode. Dokéazte,
ze spomedzi trojuholnikov ALM, BMK a CKL vieme vzdy vybrat dva tak, ze su-

.....

trojuholniku ABC.



