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65. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania 1loh vyberového siistredenia

(Stustredenie sa konalo 17.—24. 4. 2016.)

1. Urcte vSetky hodnoty n, pre ktoré je mozné rozdelit trojuholnik na n mensich trojuholnikov,
pricom Ziadne tri vrcholy nelezia na priamke a z kazdého bodu vychadza rovnaky pocet tiseciek.

2. V ostrouhlom trojuholniku ABC lezi bod D na strane BC'. Nech body O;, Oy oznacuju
stredy opisanych kruznic trojuholnikom ABD a ACD. Dokazte, ze priamka spajajuca stred
opisanej kruznice ABC' a ortocentrum trojuholnika Q102D je rovnobezna s BC.

3. Pre dané a € R a n € N, dokazte:

a) Existuje prave jedna postupnost redlnych ¢isel xg, z1, ..., T, Tni1 spliajica
Lo =Tpi1 =20 a §(xi+xi+1):xi+x?—a3, prei=1,2,...,n.
b) Postupnost zg,1,...,Zn, Tne1 z a) spliia |z;| < |a| pre i =0,1,...,n + 1.

4. Nech n je kladné celé ¢islo a S, je mnozina vSetkych kladnych delitelov éisla n (vratane 1
a n). Dokézte, ze najviac polovica ¢isel v S,, mé ako poslednu cifru 3.

5. Nech ABCD je tetivovy Stvoruholnik vpisany do kruznice so stredom O. Nech FE, F su
postupne stredy oblikov AB, C'D, ktoré neobsahuji zvysné vrcholy stvoruholnika. Bodmi F,
F vedme priamky rovnobezné s uhloprieckami Stvoruholnika ABCD. Tieto $tyri priamky sa
pretinaja v bodoch E, F, K, L. Dokazte, ze body K, O, L lezia na jednej priamke.

6. Nech funkcia f:R? — R splia pre vsetky pitice redlnych ¢isel a, b, ¢, d, e rovnost
fla,b,¢) + f(b,e,d) + f(c,d,e) + f(d,e,a) + f(e,a,b) =a+b+c+d+e.
Dokazte, ze pre vSetky redlne ¢isla x1, xa, ..., z,, kde n = 5, plati
fz1, 20, 23) + f(xo,x3,24) + ... + f(Tn—1,2n,x1) + f(Tn,21,22) =21 + T2+ ... + Ty
7. Nech My C N je neprazdna a konec¢nd mnozina. Vytvarame postupne mnoziny My, Mo, ...
nasledujucim spésobom: V n-tom kroku zvolime Tubovolné prirodzené ¢islo b,, a definujeme
M, = {b,m+1; me€ M, _1}.

Dokazte, ze existuje prirodzené ¢islo k také, ze v mnozine M) sa nenachadzaju dve rozne
prirodzené ¢isla také, ze jedno z nich deli druhé.

8. Nesmrtelna zaba skdce po realnej ¢iselnej osi. Zacina na ¢isle 0 a v n-tom skoku skoéi o 2" +1,
a to lubovolnym smerom. Zistite, ¢i zaba vie skdkat tak, aby na kazdé prirodzené ¢islo niekedy
doskodila.

9. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC, ktorého prieseénik vySok ozna¢me H. Nech D je taky
bod, ze stvoruholnik HABD je rovnobeznikom (t.j. AB || HD a AH || BD). Ozna¢me E ten
bod leziaci na priamke DH, pre ktory priamka AC prechadza stredom tsecky HE. Bod F je



dalsim priese¢nikom priamky AC' s kruZnicou opisanou trojuholniku DC'E. Dokéazte, ze |EF| =
= |AH|.

10. Postupnost ai, ag, ... kladngch redlnych ¢sel spliia nerovnost
k‘(lk
g1 = 55—
ML= k-1

pre kazdé kladné celé cislo k. Dokazte, ze
a1+a2+...+an§n
pre kazdé n = 2.

11. Pre dand kone¢nt mnozinu A kladnych celych ¢isel nazveme jej rozdelenie na dve disjunktné
neprazdne mnoziny A;, Ay pekné, ak najmensi spolo¢ny nasobok vSetkych prvkov mnoziny A;
je rovny najviicsiemu spoloénému delitelovi vSetkych prvkov mnoziny As. Urdte najmensiu
hodnotu n taku, ze existuje n-prvkova mnozina A majica prave 2015 peknych rozdeleni.

12. Po stvorcovej tabulke (4n + 2) x (4n + 2) sa pohybuje korytnacka len medzi Stvorcekmi
susediacimi hranou. Korytnacka spravi nasledovnii prechddzku: za¢ne v rohovom stvoréeku
tabulky, prejde kazdym Stvoréekom prave raz a skonéi na mieste kde zacdala. V zavislosti
od n uréte najvicsie prirodzené ¢islo k také, ze v tabulke musi existovat riadok alebo stipec,
do ktorého korytnacka vsttpila asponi k-krat (vstipit do riadku/stlpca znamena presuntf sa
z iného riadku/stipca do tohto riadku/stipca).

13. Najdite vSetky n také, Ze pre Tubovolnt n-ticu nezdpornych redlnych éisel x1, o, ..., x,
plati
max {22iZi1} 2 jzllil,if}m{u"?? + 23},

i=1,...,

pricom 1 = Tp41-

14. Najdite vSetky funkcie f: Ny — Ny také, ze
> f(n) =n pre 0 < n < 2016,
> f(n® +m?) = f(n)? + f(m)? pre m,n € No.

15. V tetivovom $tvoruholniku ABCD sa doty¢nice k jeho opisanej kruznici v bodoch A, C
pretinaja na priamke BD. Ozna¢me M stred AC. Rovnobezka s BC' cez D pretina priamku BM
v bode E a kruznicu opisani ABCD v bode F, F # D. Dokazte, ze BCEF je rovnobeZnik.

16. Nech [ je stred vpisanej kruznice trojuholnika ABC, pricom |AB| # |AC|. Ozna¢me M
stred strany BC' a D bod dotyku vpisanej kruznice so stranou BC'. Kruznica so stredom
v bode M a polomerom M D pretina priamku Al v bodoch P a Q. Dokaite, ze |[{BAC| +
+|£PMQ)| = 180°.

17. Najdite vSetky neparne prirodzené ¢&isla M, pre ktoré postupnost ag, a1, as, ... definovana
ako ag = %(2M +1) a agy1 = axlax| pre k =0,1,2,... obsahuje aspon jedno celé ¢islo.

18. Na péarty s 2016 hostami bolo medzi lubovolnymi 7 hostami najviac 12 podani ruk. Urcte
najvacsi mozny celkovy pocet podani ruk.



