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66. ro¢nik Matematickej olympiady
2016/2017 Riesenia tiloh domaceho kola kategorie A

1. Ndjdite vSetky prvocisla p, pre ktoré existuje prirodzené cislo n také, Ze p™ + 1 je
tretou mocninou niektorého prirodzeného ¢isla. (Jan Mazak, Robert Toth)

RieSenie. Predpokladajme, Ze pre prirodzené &islo a plati p™ + 1 = a® (zjavne a = 2).
Tato rovnost upravime tak, aby bolo mozné jednu stranu rozlozit na saéin:

p"=a®—1=(a—1)(a®*+a+1).

Z tohto rozkladu vyplyva, ze ak a > 2, st ¢isla a — 1 aj a® +a -+ 1 mocninami prvoéisla p
(s kladnymi celoéiselnymi exponentmi).

V pripade a > 2 tak plati a — 1 = p*, ¢ize a = p* + 1 pre kladné celé &islo k,
¢o po dosadeni do trojélena a? + a + 1 déva hodnotu p?* + 3p*F + 3. Kedze a — 1 =
= pF < a? 4+ a + 1, je uréend hodnota trojélena a? + a+ 1 vys$ou mocninou prvoéisla p,
zarucene preto plati

pF | p?F +3pF +3, cize pF| 3.

Z toho vyplyva, ze musi byt p = 3 a k = 1, a teda a = p* +1 = 4. Cislo
a’? +a+ 1 = 21 vsak nie je mocninou troch, a tak v pripade a > 2 Ziadne prvoéislo p
rovnici p" 4+ 1 = a® nevyhovuje, nech je exponent n zvoleny akokolvek.

Pre a = 2 dostavame rovnicu p™ = 7, preto je p = 7 jediné vyhovujice prvocislo.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Uréte vSetky trojice (a,b, c) prirodzenych &isel, pre ktoré plati

2% 4 4% = 8¢,

[62-B-1-1]

N2. N4jdite vSetky dvojice prirodzenych ¢isel a, b také, ze ab = a + b. [VSetky ¢leny dame
na lavil stranu a rozlozime ju na stc¢in: (a — 1)(b — 1) = 1. Je iba jeden sposob, ako
napisat ¢islo 1 na pravej strane ako suc¢in dvoch nezdpornych celych ¢isel, preto a =
=b=2]

N3. Najdite vetky prvodéisla p, pre ktoré existuje prirodzené ¢&islo x také, ze p°® 4+ 4 = 2.
[Zrejme = > 2 a z upravenej rovnice p° = (z —2)(z +2) vzhladomnaz+2 > 2 —2> 0
vyplyva, ze dvojica (z+2,x —2) je bud (p?, 1), (p*, p), alebo (p3,p?). V prvom pripade
je p° —1 = 4, v druhom p* — p = 4, avsak ziadna z oboch rovnic nemé prvoéiselné
rieSenie. Ostava moznost p3 — p? = 4, ktord dava p =2 a = = 6.]

D1. N&ajdite vSetky dvojice prvocisel p, q, pre ktoré existuje prirodzené ¢islo a také, ze

pg  a?+1
p+q a+1"

[62—A-T-1]
D2. Najdite vsetky dvojice prirodzenych cisel x, y také, ze
xy?
Tr+y

je prvodislo. [58—A-1-3]
D3. Dokézte, ze pre ziadne prirodzené ¢&islo n nie je &islo 27" —n27 prvoéislom. [57—-A-I11-4]
D4. Najdite vsetky celé ¢isla n, pre ktoré je n* — 3n? + 9 prvocislo. [61-A-II1-1]



2. Mdme n? prazdnych skatul; kazdd z nich md Stvorcové dno. Vyska aj $irka kaZdej
skatule je prirodzené ¢islo z mnoziny {1,2,...,n}. KaZdé dve Skatule sa lisia aspon
v jednom z tychto dvoch rozmerov. Jednu $katulu je dovolené vloZit do druhej, ak md oba
rozmery mensie a aspon jeden z rozmerov md aspon o 2 mensi. Takto mozZeme vytvorit
postupnost skatul vloZengch navzdjom do seba (t.j. prvd skatula je vnitri druhej, druhd
skatula je vnatri tretej atd.). KaZdi takito sadu uloZime na ind policku. Urcte najmensi
mozny pocet policiek potrebny na uskladnenie vsetkych n? skatul. (Peter Novotny)

RiesSenie. Ukazeme, ze hladany minimdalny podet policiek je rovny 3n—2. Tato odpoved
je zrejme spravna pre n = 1 a pre n = 2, lebo pre také n plati n? = 3n — 2 a stiéasne
kazda z n? kattl musi byt v takom pripade o¢ividne uloZena na inej policke. V celom
dalsom rieseni budeme preto predpokladat, ze n = 3.

Skatuliam priradime tabulku n x n — $katuli so $irkou w a vyskou h v nej bude
zodpovedat bod so stradnicami (w, h).

Ziadne dve gkatule z mnoziny S = {(w,h): n < w+ h < n + 2} (tri najdlhsie
diagonaly, na obr. 1 pre n = 7) nemozu byt na jednej policke. Ak totiz st (w, h) a (w’, h')
dve Skatule na jednej policke, pre ktoré plati w < w’ a h < I/, plati aj w +1 < o’
a h+1 < B anavySe musi byt w +2 < w' alebo h +2 < h'. V oboch pripadoch
dostaneme séitanim w+h+3 < w'+h'. Ak teda (w,h) € S, bude w’'+h' Zw+h+3 2
=n+ 3, ¢ize (w',h') ¢ S. Kedze |S| = 3n — 2, poli¢iek musi byt aspon 3n — 2.
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Teraz ukazeme, ako rozdelit Skatule na policky tak, aby stacilo 3n — 2 policiek.
MozZny postup pre n = 7 je zrejmy z obr. 2 (sady do seba vloZenych skatl st vyznacené
Sipkami) a mozno ho priamo zovSeobecnit pre pripad Tubovolného n = 3. Aj vtedy
dve skatule (w,h) a (w’,h’) ddme na rovnaku policku prave vtedy, ked 2(h' — h) =
= w' — w. Inymi slovami, za¢neme s ,najviacésimi“ skatulami (n — 1,h), (n,h) pre h =
=1,2,...,na(w,n) prew=1,2,...,n—2 akazdi z tychto 3n — 2 skatul poloZime na
zvlastnu policku. Potom na kazdej policke urobime nasledujtci algoritmus: Pozrieme sa
na poslednu gkatulu polozent na policku, nech je to (w,h). Ak w—22=21ah—121,
priddme na policku gkatulu (w — 2, h — 1) (t.]. vlozime ju do Skatule na policke) a krok
algoritmu zopakujeme (inak skon¢ime). Zadané pravidla su pre kazdu policku splnené
trividlne. Hodnota 3n — 2 je preto naozaj dosiahnutelna.

Ostéva vysvetlif, preco je kazda z n? skatal uloZena na nejakej policke. Pre dant
skatulu (w, h) uréime policku, na ktorej sa ocitne, postupnym sucasnym zvicSovanim
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w o 2 a h o1, az nakoniec dostaneme jednu z 3n — 2 najvicsich skatal so Sirkou w €
€ {n — 1,n} ¢& vyskou h = n. Pri tomto postupe zvicSovania dostaneme podla nasej
procediry postupnost do seba vlozenych skatal ulozenych na policke, ktort sme na tivod
priradili spomenutej najviicsej Skatuli. Pocet 3n — 2 Skatl je preto naozaj postacujuci.

Pozndmka. Je zaujimavé, ze existuju aj iné vyhovujice uloZenia vSetkych n? gkatal
s rovnakou sadou 3n — 2 najvicsich Skatul na jednotlivych polickach, ktort sme vyuzili
v nasom rieSeni — pre n = 7 je jedno také odlisné ulozenie znézornené na obr. 3.

(1,'7) (7,7)

Obr. 3

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dve policka na Sachovnici nazveme susedné, ak maji spolo¢nu stranu. Kolko najviac
poli¢ok mozno vybrat na Sachovnici 2n X 2n tak, aby Ziadne dve z vybranych policok
neboli susedné? [Polovicu. Celd Sachovnica sa dé rozdelit na disjunktné dvojice su-
sednych policok a z kazdej dvojice mdZzeme vybrat maximélne jedno policko. Polovica
sa da dosiahnut napr. vyberom vSetkych policok jednej farby pri klasickom ofarbeni
Sachovnice.]

N2. Vyrieste zadanu Glohu pre n = 4 a n = 5. Nesta¢i uhddnut minimalny podet poli¢iek:
treba jednak ukazat, Ze je mozné skatule na uréeny pocet polic¢iek ulozif, jednak
zdovodnit, Ze mensi pocet poli¢iek nebude stadit.

N3. Pre n € {3,4} najdite ¢o najviic¢siu sadu skatdl takd, Ze ziadna z nich sa ned4 vlozit
do inej. Skuste svoju sadu zovseobecnit pre vicsie n.

Vybornym dopliiujicim materidlom (vhodnym aj pre samostatni pripravu ziakov) je
kapitola 3.2 v Zbierke KMS dostupnej na stranke http://kms.sk/zbierka.

3. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' s vyskami AK, BL, C M. Dokdzte, Ze trojuholnik
ABC je rovnoramenny prdve vtedy, ked plati rovnost

|AM| + |BK| + |CL| = |AL| + |BM| + |CK].

(Jaromir Sims3a)

RieSenie. Body K, L, M st definované ako pity vySok a my potrebujeme vyjadrif
kolmost tak, aby sa s fiou dobre pracovalo; kedze dokazované tvrdenie pracuje s dizkami
asediek, a nie s uhlami, zapiSeme urc¢ujacu vlastnost bodov K, L, M pomocou dizok
useciek.

KedZe priamky AB a C'M st na seba kolmé, je |[AC|? — |BC|? = |AM|? — |BM 2.
(To vyplyva z Pytagorovej vety pouZitej na pravouhlé trojuholniky AMC a BMC, lebo
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|AC|? = |AM|? + |CM|?, |BC|?> = |BM|? + |CM]|?.) Z tejto rovnosti hned vyplyva, Ze
pri tandardnom oznaceni dlzok stran trojuholnika ABC plati

b2 — a2 b2 — a2
AM| — |BM| = —
| = | |AM| + |BM| c
a analogicky
2 _ 2 2 2
IBK| — |CK]| = < a |OL|-|ALj =2 ¢

Rovnost zo zadania sa teda da prepisat ako

a?—0v> bvV2—-c P —a?

=0
c a b ’

ab(a® — b?) + be(b? — c2) + ca(c® — a?) = 0.

Poktisme sa vyraz na lavej strane rozlozit na sacin. Budeme sa nan pozerat ako
na kubicky mnohoc¢len P v premennej a. Je jednoduché overit, Ze pre rovnoramenny
trojuholnik je lava strana nulova, preto P(b) = 0 a P(¢) = 0. Pozname teda dva
korene mnohoc¢lena P. Po vydeleni P(a) zodpovedajucimi koreniovymi ¢initelmi (teda
vyrazom (a — b)(a — c)) uz zostane iba linedrny mnohoé¢len a(b — ¢) + b? — 2, ktory
lahko rozlozime na suéin. Ked to vSetko zhrnieme, vidime, Ze rovnost zo zadania je
ekvivalentna s rovnostou

(a—b)(b—c)c—a)la+b+c)=0.

Je jasné, ze ziskana rovnost plati prave vtedy, ked je trojuholnik ABC' rovnoramenny.

Iné riesenie. Predpokladajme najskor, ze trojuholnik ABC' je rovnoramenny, ze teda
napriklad bez ujmy na vSeobecnosti |[AC| = |BC|. Z osovej sumernosti trojuhol-
nika ABC potom vyplyvaja rovnosti |[AM| = |BM|, |AL| = |BK| a |CL| = |CK|,
takze rovnost zo zadania je splnené.

Predpokladajme teraz naopak, Ze plati rovnost zo zadania. PrepiSeme ju na tvar

(IAM| = |BM]) + (IBK| = |CK]) + (|CL| — [AL[) = 0. (1)

Pri $tandardnom oznaceni dlZok stran a vniutornjch uhlov trojuholnika ABC s polo-
merom 7 kruznice opisanej plati

|AM| — |BM| =bcosa —acosff = 2rsin fcosa — 2rsinacos f = 2rsin(f — «),
a preto z rovnosti (1) vyplyva
sin(8 — «) +sin(y — 8) + sin(a — B) = 0. (2)
Vdaka goniometrickému pravidlu

r+y+z=0 = sinx—i—siny—l—sinz:—4sin§sin%sin§, (3)



ktoré za okamih dokdZeme, z rovnosti (2) vyplyva

sinﬁ_asin’y_ﬁsina_ﬁ
2 2 2
Také rovnost zrejme nastane, len ked sa niektoré dva z vnatornych uhlov «, 3, v
trojuholnika ABC rovnaju, ¢ize trojuholnik ABC' je rovnoramenny.

Ostéava teda overit pravidlo (3). Za predpokladu = + y + z = 0 plati
w+yc r—y

=0.

sinz + siny + sin z = 2sin 5 COs —sin(z +y) =
. Tty r—1y . Tty z+y
= 2sin cos — 2sin cos =
2 2 2 2
. m+y( r—Yy I‘HU)
= 2sin €cOS ——— — COs =
2 2
:2Sinw+y.(_2)_Sin(x—y)+(w+y)sin(w—y)—(1'+y):
2 4 4
Asi -z . T . Y Asi r .Yy . =z
= —4sin — sin — sin — = —4sin — sin = sin —.
2 2 2 2 2 2

Doékaz je hotovy.
Iné riesenie. Este jednym algebraickym postupom ukazeme, Ze za predpokladu
|AM| + |BK| + |CL| = |AL| + |BM| + |CK| (1)
je trojuholnik ABC' rovnoramenny. Rovnako ako v prvom rieSeni na to najskér vyuzi-
jeme rovnosti
[AM|* — |BM|* = |AC|* — | BC|?,
|BK|* — |CK[* = |[AB|* — |AC|?,
[CLI* — |AL]* = |BCP* — |ABJ?,
ktorych sc¢itanim dostaneme po tuprave
|AM|? 4+ |BK|? + |CL|> = |AL|* + |BM|? + |CK|*. (2)
KedZe vysky trojuholnika prechéddzaju jednym bodom, plati podla Cevovej vety tiez
rovnost
AM|-|BK|-|CL| = |AL| - |BM]| - |CK]| (3)
Povsimneme si eSte, ze vdaka algebraickej identite
(u+v+w)? =u?+v* +w? + 2(w + vw + wu)
vyplyva z (1) a (2) posledna potrebné rovnost
|AM|-|BK|+|BK]|-|CL|+|CL|-|AM| = |AL|-|BM|+|BM|-|CK|+|CK|-|AL|. (4)
Teraz z rovnosti (1), (3), (4) u¢inime rozhodujuci algebraicky zaver: kedze kubicka

rovnica s trojicou korenov

|AM], |BK]|, |CL|
je zaroven kubickou rovnicou s trojicou korenov
|AL|, |[BM]|, |[CK],

st obe trojice korenov rovnaké (az na poradie, v akom sme korene vypisali).
Z predpokladu (1) sme tak odvodili, ze tisecka AM je zhodna s jednou z tseciek

AL, BM, CK. Je zrejmé, ze tieto tri moznosti nastani prave v pripadoch, ked plati
|AB| = |AC|, |AC| = |BC|, resp. |AB| = |BC.
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NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokéazte, ze priamky AB a CD leziace v jednej rovine st na seba kolmé prave vtedy,
ked plati |AC|? — |BC|? = |AD|? — |BD|?. [Staci dokazat, ze ak A, B su dva rozne
body v rovine a k je realne ¢islo, je mnozinou bodov X takych, ze |[AX|? — |[BX|? =
= k, priamka kolméa na priamku AB. Na dokaz tohto tvrdenia sta¢i uvazovat patu P
kolmice z bodu X na priamku AB a pouzit Pytagorovu vetu v trojuholnikoch APX
a BPX; dostaneme |AX|? — |BX|? = (|JAP|? + |PX|?) — (|BP|? + |PX|?) = |AP|? —
— |BP|?. Ak je hodnota |AX|? — | BX|? konstantnd, je péta kolmice z X na AB vzdy
rovnaka pre vSetky body X, lezi teda na priamke kolmej na AB. Otocenim tvahy hned
vidime, Ze kazdy bod tejto priamky mé pozadovant vlastnost.]

N2. Dokéazte, ze pre lubovolny mnohoélen P(x) a Iubovolné realne &islo r plati nasledujtce
tvrdenie: ak P(r) = 0, je mnoho¢len P(z) delitelny dvojélenom x — r. [Po vydeleni
P(z) ¢initelom z — r dostaneme podiel Q(x) a zvySok R(x), ktory ma mensi stupeni
ako x — r, musi to teda byt konstantny mnohoclen. Po dosadeni x = r do rovnosti
P(z) = (z — r)Q(x) + R(x) mame R(r) = 0, ¢ize zvysSok je nulovy mnohoclen.]

N3. Rozlozte na stéin vyraz bc? —b2c+ca? —c?a+ab? —a?b. [(a—b)(b—c)(c—a). Povazujte
dany vyraz za mnohoclen v premennej a a vSimnite si, ze b aj ¢ st jeho korene. Alebo
trochu préacnejsie: bc?2 —b%c+ ca? — c2a+ab? —a?b = be(c — b) +ca(a—c) +ab(b—a) =
= be(c—b) —abc+abe+ca(a—c)+ab(b—a) = be(c—b—a)+ca(b+a—c)+ablb—a) =
=c(b+a—c)(a—0b)+abb—a)= (a—0b)(bc—c?+ca—ab) = (a—b)(b—c)(c—a)]

D1. Vnutri strany AB Tubovolného trojuholnika ABC' lezi bod D. Dokéazte, ze plati

|AB| - |CD|? + |AB| - |AD| - |BD| = |BC|? - |AD| + |AC|? - |BD|.

[Tento fakt je znamy ako Stewartova veta. Pre trojuholniky ADC, BDC zapiste
kosinusovi vetu s uhlami ADC, BDC' a vyuzite na eliminaciu ich kosinusov to, zZe
st to dve navzdjom opaéné éisla.]

D2. Dokazte, ze ak pre realne &isla a, b, ¢ plati a?b* + b2c* + c2a? = a%b? + b2c? + *a?,
maji niektoré dve z ¢isel a, b, ¢ rovnaké absolutne hodnoty. [L — P = (a? — b?)(b? —
—c?)(c? —a?)]

4. Najdite vsetky funkcie f:N — N, ktoré maju pre kazZdé prirodzené ¢islo m nasledujicu
vlastnost: ak oznacime dy,ds, ..., d, vsetky delitele ¢isla m, plati

fldy) - f(d2)-...- fdn) =m.
(Pavel Calabek)
Riesenie. Ukazeme, zZe jedinym riesenim je funkcia f taka, ze

p, ak m je netrividlnou mocninou prvoéisla p, t.j. m = p¥, k > 1,

fom) = {

1 v ostatnych pripadoch.

Cislo 1 m4 jediného prirodzeného delitela 1, preto zo zadanej rovnosti pre m = 1

vyplyva f(1) = 1.
Nech m = p je prvocislo. Potom musi platit

fQ) - f(p)=p, cize f(p)=p.

Pre m = p? teda dostaneme
fFQ) - flp)- f?) =p?, dize f(p*)=p

a vieobecne pre prirodzené k > 1 a m = p*



Matematickou indukciou podla k tak lahko ukéZeme, Ze pre vSetky prirodzené ¢isla k
musi platit f(p*) = p.

Uvazujme teraz prirodzené ¢islo m s asponi dvoma réznymi prvociselnymi delitelmi,
ktorého prvociselny rozklad je m = p{*p5?...py*, pricom k =2 2 a «; = 1 pre kazdé
i€{1,2,...,k}. Medzi delitelmi ¢isla m st uréite vSetky mocniny

X

2 (e 2 o 2
P1, P1, "'7p117 P2, P2, "'7p227 -++y Pk, Pk 7pk

jeho jednotlivych prvocinitelov, pritom len samotny sucéin prislichajacich funkénych
hodnot

FO)F@3) - FOT) F2) f®3) - F052) - flor) F0F) - - F(0}*) =
= P1P1---PLP2P2 - P2 PkPk - - Pk = D1 P27 - Py,

aq a2 ag

déva, ako vidime, hodnotu m. To znamené, Ze sucéin vSetkych dalsich funkénych hodnot
zvys$nych delitelov (z ktorych ani jeden nie je netrividlnou mocninou prvoéisla) vratane
hodnoty f(m) musi byt rovny 1, takze vSetky ¢initele nevynimajac f(m) sa rovnaju 1.

Tym je hladand funkcie f jednoznacne urené a zaroven je z poslednej rovnosti
zrejmé, ze ma pozadované vlastnosti.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dokéazte matematickou indukciou, Ze kazdé prirodzené ¢islo vicsie ako 1 sa dé rozlozit
na sucin prvocisel.
N2. Uréte hodnoty funkcie f, ktora spitia podmienku zo zadania, pre mocniny trojky.
N3. Najdite vsetky funkcie f: N — N, ktoré maju pre kazdé prirodzené ¢islo m nasledujiacu
vlastnost: ak oznac¢ime di,ds,...,d, vsetky delitele ¢isla m, plati

f(d1) - f(d2) ...  f(dn) =2".

[Matematickou indukciou mozno dokazat, ze f(z) = 2 pre kazdé prirodzené &islo x.
Ak oznacime delitele ¢isla m vzostupne podla velkosti 1 = dy < d2 < ... < dp = m,
méame z indukéného predpokladu 271 f(m) = 2™ ¢&ize f(m) = 2.]

D1. Urcte vsetky funkcie f:Z — Z také, ze pre vsetky celé cisla x, y plati

f(f(x) +y) =z + f(y + 2006).

[66—A—1-6]
D2. Ozna¢me N mnozinu vSetkych prirodzenych ¢isel a uvazujme vsetky funkcie f : N — N
také, ze pre lubovolné x,y € N plati

1(2f®)) = vf(@).

Ur¢te najmensiu mozna hodnotu f(2007). [56—A-III-3]



5. Vnitri zakladne AB rovnoramenného trojuholnika ABC' lezi bod D. Zvolme bod E
tak, aby ADEC bol rovnobeznik. Na polpriamke opacnej k ED lezi bod F taky, Ze
|\EB| = |EF|. Dokdzte, e dlzka tetivy, ktori vytina priamka BE na kruZnici opisanej
trojuholniku ABF, je dvojndsobkom dizky tsecky AC. (Jan Kucharik, Patrik Bak)

Riesenie. Ozna¢me S stred kruznice opisanej trojuholniku ABF a K, L, M pity
kolmic z bodu S na priamky AB, BF, BE. Ako Tahko overime, uhol ABF je tupy,
bod S lezi na osi C'K strany AB vnutri polroviny opacnej k CEB a bod E lezi vnutri
usecky SL, takZe je vnutornym bodom tsecky BM (obr.4). KedZe bod M je stredom
uvazovanej tetivy a |AC| = |BC/, sta¢i ukazat, ze |[BM| = |BC|.

Obr. 4

Oznaéme « a 3 velkosti uhlov pri zédkladniach rovnoramennych trojuholnikov ABC
a BFE. Kedze |{BDF| = «, z trojuholnika DBF mame

LCBM| = 180° — 2(a + B). (1)

Z rovnobeznosti CE || AB dalej vyplyva, ze aj |{ BCE| = «, a zo zrejmej podobnosti
pravouhlych trojuholnikov SEM ~ BEL mame |[{ESM| = . A kedze CE je rovnako
ako AB kolmé na SK, je stvoruholnik CEMS tetivovy, takze |[{ ECM| = |[{ESM| =
= (. Spolu teda pre velkosti uhlov BCM a BMC dostavame

|4BCM| = |{BCE| +|4ECM| = a + 3
a podla (1) mozeme dopocitat
|4BMC| = 180° — |{CBM| — |[£BCM| = 2(a + 8) — (a + ) = a + 5.

v trojuholniku BC'M teda plati | BMC| = |{BCM]|. Preto |BM| = |BC.
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Iné rieSenie. VyuZijeme simernost podla osi o tsecky BF'. Na priamke o lezi bod FE
aj stred S kruznice k£ opisanej trojuholniku ABF'. Tetiva, ktord vytina priamka BFE
v kruznici k, sa v uvedenej osovej simernosti zobrazi na usecku FH, pricom H je
priesecnik priamky F'E s kruznicou k rozny od F' (obr.5).

Kedze |DE| = |AC], treba dokazat, ze |HD| + |DF| = 2| AC]|.

Ozna¢me |AC| = |BC|=ua, |AB| =¢, |AD| =d, |CD| =b.

Stvoruholnik DBEC je vdaka zhodnym uhlom CBD a EDB osovo simerny, je to
teda rovnoramenny lichobeznik alebo pravouholnik, preto plati aj |[BE| = |CD| =10 a

|DF| = |DE|+ |EF| = |AC|+ |BE| =
= |AC|+ |CD| = a+b. (1)

Treba teda dokazaf, ze
|HD| =2|AC| — |DF| =2a— (a+b) =a—b. (2)
7 mocnosti bodu D ku kruznici k vyplyva
HD|-|DF| = |AD] - |BD| = d(c — d),
¢o je podla (1) ekvivalentné rovnosti

d(c—d)

HD| =
| | a+b

Porovnanim s (2) tak dostavame, ze ma platit
d(c —d) = a® — b*. (4)

Pre D = K, pricom K oznacuje stred usecky AB (a zaroven pitu kolmice z bodu C
na AB), je ¢ = 2d a posledna rovnost sa tak zmeni na Pytagorovu vetu pre trojuholnik
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AKC. Pre D # K potom z Pytagorovej vety pouzitej na trojuholniky DKC a AKC
vyplyva

@ ¥ = (JAK* + |[KC]?) - (DK + |[KCP?) = |AK[* - |DK? =
— [|AK| — [DK||(|AK]| + |DK]) = d(c — d),

bez ohladu na polohu bodu D vnutri AB. Tym je dokdzand rovnost (4), teda je dokdzané
aj tvrdenie tlohy.

Pozndmka. Rovnost (4) je priamym dosledkom Ptolemaiovej vety pouzitej v tetivovom
lichobezniku DBEC, ktorého obe uhlopriecky maji dizku a, ramena dizku b a zékladne
dlzky ¢ — d a d.

Iné riesenie. Tak ako v predoslom rieseni vyuzijeme bod H a dokdZzeme, 7e |HF| =
= 2|AC|. Pridame v8ak dalsie dva body: bod I, ktory je obrazom bodu A v stredovej
sumernosti podla C, a bod J, ktory je stredom tisecky BI. Body C, E, J st kolinearne,
pretoze tsecka C'J je strednou prieckou v trojuholniku ABI, a teda rovnobezna s uisec¢-
kou AB (obr. 6). Dokdzeme, ze AHFI je rovnobeznik; z toho hned vyplynie dokazované
tvrdenie. Kedze Al || HF, staci dokazat, ze AH || IF.

k

Obr. 6

Kedze |CA| = |CB| = |C1|, lezi bod B na Talesovej kruznici nad priemerom AI,
takze uhol ABI je pravy. Bod E lezi na priesecniku osi tseciek BF a BI, preto je
stredom kruznice opisanej trojuholniku BF'I. Pre uhol FIB nad tetivou BF' tejto
kruznice tak méme |{FIB| = 1|£{FEB| (vyuzivame, Ze bod F leZi v polrovine opacnej
k BIA, ¢o plati vdaka tomu, ze os SE usecky BF pretina polpriamku opa¢na k BA).
Plati teda

|{FIA| = |4BIA|+ |{FIB| = (90° — |[{IAB|) + 3 |{FEB| =
= 90° — |[{IAB| + 1(180° — 2|4 BFE|) = 180° — |{IAB| — |{BFH| =
— 180° — |LTAB| — |{BAH| = 180° — |£IAH|,

¢ize AH || IF. Tym je tvrdenie tlohy dokazané.
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NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

N5.

D1.

D2.

D3.

Pomocou pocitania velkosti uhlov dokazte, ze vysky v ostrouhlom trojuholniku ABC
sa pretinaju v jednom bode. [Ozna¢me postupne D a E pity vysok z vrcholov A
a B, dalej P priesecnik tseciek AD a BE a X priese¢nik CP a AB. Dokazeme, ze
priamka CP je kolmé na AB. Stvoruholniky ABDE a CDPE st tetivové, pretoze ich
vrcholy lezia na Talesovych kruzniciach s priemermi AB a C'P. Preto uhly BAD, BED,
PCD maju véetky rovnaku velkost 90° — [£ ABC|. Uhol CX B, ktory dopoéitame zo
znamych velkosti zvy$nych uhlov v trojuholniku CX B, je teda pravy.]
Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' s pidtami vysok D, E, F' leziacimi postupne na
strandch AB, BC, C A. Obraz bodu F' v stredovej simernosti podla stredu strany AB
lezi na priamke DE. Urcte velkost uhla BAC. [57-A-II-3]
Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' taky, ze |AC| # |BC|. Vnutri jeho stran BC
a AC uvaZujme body D a FE, pre ktoré je ABDFE tetivovy Stvoruholnik. Priese¢nik
jeho uhlopriec¢ok AD a BE ozna¢me P. Dokazte, ze ak st priamky C' P a AB navzajom
kolmsé, tak P je prieseénikom vySok trojuholnika ABC. [56—A-111-5; Ozna¢me M pétu
vysky z vrcholu C; bod P lezi na tsec¢ke C M. Uvazujme tsecku B’C, ktora je obrazom
tse¢ky BC v osovej stmernosti s osou CM. Uhly CBP, CB’'P st vdaka symetrii
zhodné. Body A, B, D, E lezia podla zadania na kruznici, preto uhly CAP a CBP su
zhodné. Z bodov A a B’ je vidno tise¢ku C' P pod rovnakym uhlom, navyse st v rovnakej
polrovine vzhladom na priamku CP, a teda PCAB’ je tetivovy $tvoruholnik. Preto
uhly B’AP, B'CP, BCP maja vsetky zhodnia velkost 90° — 8. Ostava dopodcitat
velkosti uhlov v trojuholniku ADB a vidime, Ze uhol ADB je pravy, preto P je
priese¢nik vysok. Klacova idea tohto riesenia — vyuzitie vhodnej osovej simernosti —
je velmi uzito¢nd aj v sttaznej tlohe.]
Dany je trojuholnik ABC' a vnutri neho bod P. Ozna¢me X prieseCnik priamky AP
so stranou BC a Y priese¢nik priamky BP so stranou AC. Dokazte, ze Stvoruholnik
ABXY je tetivovy prave vtedy, ked druhy prieseénik (rézny od bodu C) kruznic
opisanych trojuholnikom ACX a BCY lezi na priamke CP. [55—-A-II-3]
Vnutri strany BC ostrouhlého trojuholnika ABC zvolme bod D a na tusecke AD bod P
tak, aby nelezal na faznici z vrcholu C. Priamka tejto taznice pretne kruznicu opisani
trojuholniku CPD v bode, ktory ozna¢ime K (K # C'). Dokézte, ze kruznica opisané
trojuholniku AK P prechddza okrem bodu A dal$im pevnym bodom, ktory od vyberu
bodov D a P nezévisi. [58—A-11-4]
V tetivovom sStvoruholniku ABC D ozna¢me L, M stredy kruznic vpisanych postupne
do trojuholnikov BCA, BCD. Dalej oznaéme R priese¢nik kolmic vedenych z bodov L
a M postupne na priamky AC a BD. Dokazte, ze trojuholnik LM R je rovnoramenny.
[66—-A-TII-2]
V rovine, v ktorej je dand tsecka AB, uvazujme trojuholniky XY Z také, ze X je
vnatornym bodom usecky AB, trojuholniky XBY a XZA st podobné (AXBY ~
~ AXZA) a body A, B, Y, Z lezia v tomto poradi na kruznici. Najdite mnozinu
stredov vSetkych useciek Y Z. [63—-A-II1-2]
V ostrouhlom trojuholniku ABC, v ktorom |AC| # |BC|, ozna¢me D a E pity vySok
z vrcholov A a B. Nech V je priese¢nik vysok trojuholnika ABC, bod F' je priese¢nik
priamok AB a DE a bod S je stred strany AB. Dalej nech K je prieseénik kruznic
opisanych trojuholnikom BDS a AES rozny od bodu S.

a) Dokézte, ze body D, E, V, K lezia na jednej kruznici.

b) Dokazte, ze body F', V, K lezia na jednej priamke.
[67-A-II1-2]

Vybornym materidlom (vhodnym aj pre samostatni pripravu ziakov) sa kapitoly 2.1
a 2.2 v Zbierke KMS dostupnej na stranke http://kms.sk/zbierka.

6. Vyrieste v obore redlnych cisel sustavu rovnic

k— a2 =y,
k—y? =
k—22=u,
k—u?=



s redlnym parametrom k z intervalu (0, 1). (Jaroslav Svréek)

Riesenie. Odcitanim tretej rovnice danej sustavy od prvej rovnice dostaneme
2 2 _ _
22— =(z—1x)(2+2x) =y — u. (1)

Podobne z druhej a stvrtej rovnice danej ststavy vyjde

v —u?=(y—u)(y+u)=x— 2z (2)

Zo vztahov (1) a (2) potom vyplyva z = z prave vtedy, ked y = u. Preto dalej rozligime
dva pripady oznacené ako a) a b).

a) Predpokladajme najskor, ze x = z a y = u, t.]. rieSenie danej sustavy rovnic

budeme hladat v tvare usporiadanych stvoric (z,y,z,u) = (z,y,x,y) s nezndmymi

x a y. V tomto pripade modzeme povodni sustavu rovnic redukovat na ststavu dvoch
rovnic s nezndmymi x, y v tvare

Od¢itanim jednej rovnice od druhej dojdeme po jednoduchej tprave k nasledujicej
rovnici v si¢inovom tvare:

(y—z)(y+2—-1)=0.

Takze nastéva jedna z dvoch (ako sa ukéze, nie tplne disjunktivnych) moznosti.
Pri prvej moznosti y — z = 0 prechddza redukovana ststava po dosadeni y = x na
jedinu kvadraticka rovnicu
> +x—k=0.

Tato rovnica mé pre Tubovolnt hodnotu parametra k& € (0,1) (ako je vymedzené
v zadani) dva rozne redlne korene, a to

—-1+V4k+1
5 .

T12 =

Zadana tloha méa preto najmenej dve riesenia

-1+ v4k+1 —-1-v4k+1
2 y T2 =Y2 =22 = U2 = 2 -3

T1 =Y =21 =Ul =

Pri druhej moznosti z+y—1 = 0 sa dosadenim y = 1—xz dostaneme od redukovanej
sustavy ku kvadratickej rovnici

?—x+(1—-k)=0.

KedZe jej diskriminant je rovny 4k — 3, méa uvedena rovnica realne korene iba v pripade,
ze k = 3/4. Tymito korenmi st realne ¢isla

14+ v4k -3 1—+v4k -3

5832# a T4 = 5
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Zodpovedajuce hodnoty y = 1 — x st potom

1—+V4k -3 14+ +v4k -3

Y= ——"F7""—""— a Yyp=—_—"—.

2 2

Pre najmensiu hodnotu k = 3/4 v8ak plati 3 = y3 = x4 = y4s = 1/2, takze
ziadne nové riesenie nezahrnuté do rozboru prvej moznosti * = y nedostavame —
prichddzame znova k prvému rieSeniu z (3), ktoré samozrejme zodpoveda parametru
k = 3/4. Pre ostatné mozné hodnoty parametra k dané odvodenou podmienkou k& >

> 3/4 a obmedzenim k < 1 ma zadana tloha dalsie dve rieSenia

(%%Zau) = ($3>y3,$3yy3) a (%y»ZaU) = ($4>y4,$4yy4)~ (4)

Tieto dve rieSenia s vdaka nerovnostiam x3 # x4, T3 7# Y3 & T4 # Y4 Naozaj navzajom
rozne a odlisné od oboch rieseni z (3).

b) Teraz predpokladajme, Ze x # z a y # u. V takom pripade méZeme po dosadeni
x—z zo vztahu (2) do lavej strany rovnice (1) nasledne vydelit obe jej strany nenulovym
¢islom y — u a ziskaf tak rovnicu

(x+ 2)(y + u) = —1. (5)

Vyuzijeme ju dalej k jedinému zrejmému zaveru: vsetky Styri ¢isla x, y, z, u nemoézu
byt zaporné (v opac¢nom pripade by totiz lava strana (5) bola kladnd). Preto je niektoré
z Cisel x, y, z, u nezaporné. Ak v8ak ukdzeme, ze vdaka zadanému predpokladu k €
€ (0,1) vyplyvaji z rovnic povodnej stustavy implikdcie

20 =y20=220=u=20 = 220, (6)

bude odvodeny zaver o nezdpornosti niektorého z ¢isel x, y, z, u znamenat nezépornost
vsetkych Styroch, a tak sa dostaneme do sporu s uz zmienenym dosledkom rovnice (5).
V pripade b) tak zadana tloha nebude mat Ziadne rieSenie.

Ostava dokazat napriklad prva z implikécii (6), dokazy ostatnych troch totiz buda
analogické. Nech teda x = 0. Zo Stvrtej rovnice povodnej ststavy vyplyva nerovnost
z < k, takze vzhladom na £ < 1 mame 0 < 2 < k < 1. To v8ak znameni, ze 22 <
< k, pretoze t?> < t pre kazdé t € (0,1). Z odvodenej nerovnosti #2 < k uz podla prvej
rovnice sustavy vyplyva y = 0, ako sme chceli dokazat. Rozbor pripadu b) je tak hotovy
(s negativnym zaverom).

Zaver. V pripade 0 < k < 3/4 mé zadand sustava prave dve rieSenia, ktoré si dané
vzorcami (3), a v pripade 3/4 < k < 1 mé préave $tyri rieSenia, ktoré si urcéené vzorcami
(3) a (4).

Iné riesenie. Uvazujme funkciu f(r) = k — 2, pomocou ktorej je mozné dant
ststavu rovnic zapisat ako f(x) = vy, f(y) = z, f(2) = u, f(u) = z. Ak postupne
dosadime do $tvrtej rovnice tretiu, druht a nakoniec prvi, dostaneme f(f(f(f(x)))) =
=z, ¢ize f4(z) = z. (Symbolom f* budeme oznacovat k-tu iterdciu funkcie f. V tlohe
teda hladdame prave také reédlne ¢isla x, ktoré st pevngmi bodmi Stvrtej iteracie danej
funkcie f.)

VyrieSime vSeobecnejsiu tlohu: za toho istého predpokladu 0 < k < 1 ako v su-
taznej tilohe ndjdeme vietky redlne x také, ze f2"(x) = x pre dané prirodzené ¢&islo n.
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Predpokladajme, ze ¢islo x tito vlastnost ma, a podme o 1iom zistit viac. Predtym si
vSak véimnime, ze s ¢islom z vyhovuje rovnici f2(x) = z zrejme aj kazdé ¢islo f¢(x),
pricom i € {1,2,3,...,2n — 1}.

Zacneme velmi uzitoénym pozorovanim: funkcia f je rastiica na intervale (—oo, 0)
a klesajuca na intervale (0,00), takze f(0) je jej maximélna hodnota. UkaZeme, Ze pre
kazdé hladané x z predchadzajiceho odseku plati:

(i) ak x = 0, st ¢isla f(x), f2(x),..., f2~1(x) nezdporné;
(i) ak x <0, su ¢&isla f(z), f2(x),..., f2"~(x) zdporné.

Nech teda x 2> 0. Kedze x = f2"(z), patri x do oboru hodnot funkcie f, preto 0 <
< z = f(0). Na intervale (0, f(0)) je funkcia f klesajuca, preto f(z) = f(f(0)). Pritom
f(f(0)) = f(k) = k—k? = 0 (pretoze k € (0,1)), a teda aj f(x) = 0. Opakovanim tejto
uvahy dostaneme tvrdenie (i).

Tvrdenie (ii) dokédZzeme sporom. Ak by nebolo pravdivé, spolu s < 0 by pre nejaké
i €{1,2,...,2n—1} platilo fi(z) = 0. Potom by vSak podla dokdzaného tvrdenia (i) —
s ¢islom z zamenenym za ¢islo f(z) — pre vietky j € {i+1,i+2,...,i+2n— 1} platilo
f7(z) Z 0, a to je pre j = 2n spor: 0 >z = f2*(x) = 0.

Teraz uz sme na rieSenie rovnice f2"(x) = z tplne pripraveni. Kvoli prehladnosti
najskor uvedieme vypis pripadov, na ktoré cely postup rozdelime:

a) f(x)=xz; b) f(a)#xax<0; c) flx)#xaxz=0.

a) Korene kvadratickej rovnice f(x) = = nas (rovnako ako v prvom rieseni) priveda
k dvom rie§eniam x15 = (-1 + 4k +1).

b) Z predpokladu z < 0 podla tvrdenia (ii) vyplyva, ze vietky cisla fi(z) sa
zaporné. Kedze funkcia f je na (—oo,0) rasttica a predpoklad f(x) # = znamend, ze
bud f(x) < x alebo f(x) > x, v pripade f(x) < x dostaneme postupne f?(z) < f(x),
3(z) < f2(x), atd. az f2"(z) < f?"~(x), teda spolu

x> f(z) > fA2) > fPx) > ... > [ (2),

zatial ¢o v pripade f(z) > = dostaneme podobne

< f(r) < f2(z) < fPz) <... < f2"(2).

V oboch pripadoch sme sa dostali ku sporu s rovnostou f2"(z) = x, takze v pripade b)
ziadne riesenie poslednej rovnice neexistuje.

c¢) Z predpokladu = > 0 podla tvrdenia (i) vyplyva, ze vietky cisla fi(x) st
nezdporné. Kedze funkcia f je na intervale (0,00) klesajuca, je predpoklad f(z) #
# x na odvodenie zaverov podobnych tym z pripadu b) nedostacujtci, budeme k nim
potrebovat porovnanie ¢isel f2(x) a x, rozli§ime preto tri moznosti f2(z) < z, f2(x) =
=xa f2(z) > .

Ak f2(x) < z, dostavame postupne f3(z) > f(x), f4(x) < f%(x), atd. az do6jdeme
k spornému zaveru, ze

x> f2(x) > fAz) > ... > 7 (x).
Podobne z f2(x) > x odvodime sporny zéver
r < fA(x) < fHx) < ... < ().
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Ostéva tak jedind moznost, Ze f2(x) = x.! Mnoho¢len

je sice stvrtého stupna, pomodze nam vsak, ze pozname dva z jeho korenov: ak totiz
plati f(z) = x, plati aj f?(x) = z. Ked%e korene mnohoé¢lena f(z) —z = k — 22 — =,
t.j. &isla @15 = 3(—1 4 v/4k + 1), st pre Tubovolné k € (0,1) redlne a navzéjom rozne
(lebo 21 = 0 > x3), prichddzame k zaveru, Ze mnohoclen f2(x) — z musi byt ndsobkom
mnohoc¢lena f(z) — z. Rutinnym vydelenim ziskame potrebny rozklad

k:—(k—a:Q)Q—aE:(k—xQ—x)(xQ—aj+1—k).

(. J

fQ(;,)*iU f(m‘):m

Pripadné nezdporné korene rovnice f2(z) = z (rdzne od z1) teda ndjdeme riesenim
kvadratickej rovnice 22 — x + 1 — k = 0. St to &isla z34 = (1 £+ v/4k —3), a to iba
v pripade, ked 3/4 < k < 1 — pozri diskusiu v prvom rieSeni, ktort tu vynechdme. To
st aj jediné riesenia rovnice f2"(z) = z v pripade c).

Zhrnieme vysledky nagich ivah: Rovnica f2"(r) = x pre funkciu f(z) = k — 22
s parametrom k € (0,1) a danym prirodzenym ¢islom n ma v obore realnych cisel
v pripade 0 < k < 3/4 préve dve rieSenia z1 5 = (—1 % v/4k + 1), v pripade 3/4 <
< k = 1 potom rieSenia prave styri — okrem uvedenych x; 5 eSte x3 4 = %(1 + 4k — 3).
(Mnozina koretiov je tak nezavisla na stupni 2n danej iteréacie.?)

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Urcte vsetky hodnoty reidlneho parametra p, pre ktoré ma rovnica p(:v2 +z+4) =2z
prave jedno reélne rieSenie. [Dand kvadratickd rovnica ma prave jedno realne rieSenie
vtedy, ked je diskriminant rovny nule, &ize ked (p — 2)? — 16p? = 0. To nastane pre
p € {—2/3,2/5}. Pre p = 0 dostaneme linedrnu rovnicu tiez s jednym rieSenim.]

N2. V obore realnych cisel rieste ststavu rovnic

ar +y =2,
T —y = 2a,
r+y=1

s nezndmymi x, y a redlnym parametrom a. [58—-B—S-1]
N3. V obore redlnych cisel vyrieste sustavu

vVaZ+y?=2+1,
Vy2+z22=2+1,
VzZ2+ 22 =y+ 1.

[60-B—I-1]

1 Zdéraznime, ze sme sa v tomto okamihu ,zbavili“ prirodzeného ¢isla n. Dokazali sme totiz, ze kazdé
nezaporné riesenie rovnice f2"(z) = x musi byt rieSsenim rovnice f2(x) = x (ak nie je dokonca samo
rieSenim rovnice f(z) = x).

2 Dodajme, Ze podanti metédu riesenia nemozno uplatnit na rovnicu f"(z) = =, ked je n nepéarne
éislo vécsie ako 1 — vtedy zlyhava podany rozbor pripadu c). Numerické vypoéty ukazuja, ze také
rovnice majui okrem korenov z1,o dalsie kladné korene, ktoré zavisia od hodnoty n.
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N4.

N5.

NG6.

N7.

D1.

D2.

D3.

V obore redlnych Cisel rieste ststavu rovnic

V2 —y=2z-1,
Vy2—z=z—1,
V22 —x=y—1
[69-A-1-1]
V obore realnych ¢isel rieste ststavu rovnic
vr—y?=z-1,
Vy—z2=z—1,
Vz—22=y—1
[69-A—S—1]
Uréte vsetky trojice (a, b, ¢) kladnych redlnych éisel, ktoré st rieSenim sistavy rovnic
avb—c= a,
bv/c—a =b,
cv/a—b=c
[69-CPS-1]
Vyrieste sustavu rovnic k + 22 = y, k + y? = z s realnym parametrom k. [Rovnice
od seba od¢itajte, vyslednt rovnost upravte na stcinovy tvar (x —y)(z +y+1) =0
a rozliste, ktory z &initelov je nulovy. Pri zhriiovani vysledkov nezabudnite, Ze pre
niektoré k mozu byt oba ¢initele nulové.]
V obore redlnych cisel rieste stistavu rovnic
r+y=1,
r—Yy=a,
—dazr +4y = 2> +4
S nezndmymi z, y, z a redlnym parametrom a. [58-B—1I-1]
V obore redlnych ¢isel vyrieste stistavu rovnic
a(b? + ¢) = c(c + ab),
b(c? + a) = a(a + be),
c(a? +b) = b(b + ca).
[64—A-IT1-4)]
Urcte vSetky trojice (z,y, z) kladnych redlnych éisel, ktoré si riesenim ststavy rovnic
223 = 2y(x? + 1) — (22 + 1),
2y* = 32(y* + 1) — 2(¢® + 1),
225 = 4x(22 +1) — 3(y% + 1).

[57-CPS-1]
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