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66. roénik Matematickej olympiady
2016/2017 Riesenia tloh skolského kola kategorie A

1. Zistite, aké najmensie kladné celé c¢islo mozno vlozit medzi dvojcislia 20 a 16 tak,
aby vysledné cislo bolo nasobkom cisla 2016. (Radek Horensky)

Riesenie. Cislo 2016 je nasobkom 9, preto vysledné é&islo musi mat ciferny stcet
delitelny 9. To nastane prave vtedy, ked aj vlozené ¢islo bude maft ciferny sucet
delitelny 9, ¢iZe to bude nasobok deviatich. Vyskusame postupne kladné nasobky ¢isla 9
od najmensieho: ¢isla 9, 18, 27 nevyhovuji (namiesto priameho delenia ¢islom 2016 sa
sta¢i presvedcit, ze ¢isla 20916, 201 816 ani 202 716 nie st — podla svojich poslednych
Stvorcisli — delitelné ¢islom 16, zato ¢islo 2016 ano), ale 203616 = 2016-101. Hladanym
najmensim ¢islom je teda 36.

Poznamka. Kedze 2 016 je ndsobkom Sestnastich, mozno postupné hladanie najmensieho
vyhovujiceho ¢isla zalozif tiez na nasledujicom zrejmom poznatku: ¢islo s poslednym
dvojéislim 16 (t.j. ¢islo tvaru 100k + 16) je delitelné Sestnédstimi prave vtedy, ked je
jeho predposledné dvojéislie (teda posledné dvojéislie prislusného k) delitelné Styrmi.

Za Gplné rieSenie dajte 6 bodov (aj v pripade, Ze neobsahuje tvahy o delitelnosti ¢islami 9 ani 16:
je mozné napr. postupne vkladat ¢isla 1,2,...,36). Netplné riesenie: 3 body za zddvodnenie toho, Ze

vlozené ¢&islo musi byt delitelné deviatimi, resp. §tyrmi; 1 bod za overenie, ze &islo 36 spliia podmienku
7o zadania.

2. Ndjdite vsetky kladné celé cisla n, pre ktoré sa daji c¢isla 1,2,...,n rozdelit do
troch disjunktnych neprdzdnych mnoZin s navzdjom roznymi poctami prvkov tak, Ze
v lubovolnej dvojici mnoZin md td s mensim poctom prvkov vicési sucet svojich prvkov.

(Martin Panak)

Riesenie. Malé cisla n vyluc¢ime postupne nasledujicimi ivahami.

Vytvorené tri mnoziny musia mat navzajom rdzne pocéty prvkov, a to je mozné len
pren=1+4+2+3=06.

Pre n = 6 bude v najmensej mnozine iba jeden prvok, preto sucet jej prvkov
bude nanajvys 6. Pritom stcet piatich ¢isel mimo tuto mnozinu je aspon 15, takze
z jednoprvkovej mnoziny, ¢o odporuje poziadavkam tlohy. Podobnou tvahou vylucime
aj ¢islan =7 an = 8, pre ktoré tiez jedno ¢islo musi tvorit celd jednu mnozinu.

Pre n = 9 je hladané rozdelenie napr. {9,8}, {7,6,3}, {5,4,2,1}.

Pre n = 10 musia byt v najmensej mnozine dva prvky, ich stacet je nanajvys 19.
Pritom stcet ostatnych ¢isel je 36, a kedze stéty prvkov zvysnych dvoch mnozin nie st
rovnaké, musi jeden z nich byt asponi 19, ¢o dava spor. Podobne odvodime spor aj pre
n = 11.

Teraz opiSeme vyhovujtce rozdelenie pre kazdé ¢islo n = 12, ktoré podla delenia
tromi so zvyskom zapiSeme v tvare n = 3k + r, pricom k = 4 a r € {0,1,2}. Pocty
prvkov troch mnozin zvolime v rastiicom poradi £k — 1, £k a kK + r + 1, pricom do prvej
mnoziny M; zaradime k — 1 najvicésich ¢isel z {1,2,...,n} (teda éislaod n —k+2 pon
vratane), druhi mnozinu My potom zostavime z k predchadzajucich najvicésich ¢isel
(teda z ¢isel od n — 2k +2 pon —k+ 1) a zvySnych k + r + 1 najmensich ¢isel napokon
vytvori mnozinu Ms.
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ako sucet Styroch najmensich ¢isel z My, a bude jasné, ze taka nerovnost plati aj pre
sucty vsetkych ¢isel z My a My. Spomenuté tri a Styri ¢isla naozaj existuju (lebo k = 4)
a potrebna nerovnost n+ (n—1)+ (n—2) > n—2k+2)+ (n — 2k +3) + (n —
— 2k +4) + (n— 2k +5) je ekvivalentna nerovnosti 8k — n > 17, ktord po dosadeni
n = 3k + r prejde na nerovnost 5k > 17 + r. T4 plati, lebo 5k = 20 a 17 + r < 19.
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najmensich ¢isel v M3, lebo (n —k+1)+(n—k)=2Bk+r—k)+1=4k+2r+12=
217>15=1+4+2+3+4+5.
Ulohe vyhovujt vSetky celé ¢islan > 12 an = 9.

Iné riesenie. Ukazeme, ako vylucit malé nevyhovujice ¢isla n vSeobecnejSou tvahou.
Predpokladajme teda, ze pre nejaké kladné celé ¢islo n pozadované rozdelenie existuje.
Oznac¢me jednotlivé mnoziny My, My a M3 v poradi podla ich rastiicej mohutnosti. Ak
oznac¢ime p pocet prvkov v mnozine My, ktord mé sucet prvkov najvicsi, bude platit
p+(@+1)+(p+2) =n,teda .
psg-L (1)
Druhu déleziti nerovnost ziskame pozorovanim, ze sucet s; prvkov v M; je nanaj-
vi§n+(n—1)+...+(n—p+1) = 3p(2n —p+ 1) a zaroveil musi byt v4csi ako stucty
prvkov sy a s3 vo zvySnych dvoch mnozinach. Vzhladom na celoéiselnost tychto troch
suctov dostavame

1424+ ...4n=s1+82+s3=s1+(s1—1)+(s1 —2) =3s1 — 3,
teda +n(n+ 1) + 1 < s;. Porovnanim oboch odhadov pre s; dostaneme nerovnost

%n(n—# )+1=s %p(2n—p+ 1),

n® +n(l—6p) +3p®> —3p+6 = 0. (2)

Ak je p = 1, plati podla (1) n = 6 a (2) sa redukuje na nerovnost n? —5n +6 < 0,
ktora vSak pre ziadne n = 6 neplati.

Ak je p = 2, plati podla (1) n = 9 a (2) sa redukuje na nerovnost n? —11n+12 < 0,
ktord neplati pre ziadne n = 10. Pripad p = 2 je tak mozny jedine pre n = 9, ktoré
skutocne vyhovuje (pozri povodné riesenie). Pre dalsie vyhovujice n preto musi byt
p 2 3, teda podla (1) n = 12.

Teraz inym sposobom ukézeme, ze mnoziny My, Ms, M3 zostrojené v pévodnom
rieSeni pre kazdé n = 12 vyhovuju, a to priamym vyjadrenim prislichajucich rozdielov
S1 — S a So — S3, 0 ktorych mame ukézaf, Zze st oba kladné. VyuZijeme na to opéf
vyjadrenie n = 3k + r a prvky navrhnutych mnozin zapiseme do riadkov v klesajicom
poradi:

M;y: 3k+r 3k+r—1 ... 2k+r+2

My: 2k+r—+1 2k +1r o, k+r+3 k+r+2

Ms: k+r+1 k+r r+3 r—+2 r+1
(Tri bodky v poslednom riadku znamenaju éisla r,...,1 v pripade r > 0.)
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Vsimnime si, ze pod sebou zapisané prvky mnozin M; a My majua ten isty rozdiel,
rovny ¢islu £ — 1. Takych dvojic je £ — 1, pritom v mnozine M> je ,navyse* posledné
(k-te) ¢islo k + r + 2. To vedie k prvému zo vzorcov

r+1
31_82:(k_1)2_(k+r+2)7 82_83:k2_2j7
=1

druhy vzorec sa dokaze podobnou tvahou o prvkoch mnozin My a Ms, tiez zapisanych
pod sebou. Ze st oba ziskané rozdiely za predpokladov k = 4 a r € {0, 1,2} kladné, je
zrejmé:

s1—82(k—12—(k+4)=k(k—-3)-324-1-3=1,

s —s3 = k*—(1+2+3)=4*—-6=10.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov rozdelenych takto:

2 body za dokaz neexistencie rozdelenia pre n < 12, n # 9 (ak dokaz pre niektoré n chyba, dajte za
tato ¢ast nanajvys 1 bod; ak riesitel vyluéi iba pripady n < 6, tak 0 bodov);

1 bod za dékaz existencie vhodného rozdelenia pre n = 9;

3 body za dokaz existencie vhodného rozdelenia pre n = 12 (v nedplnom rieseni nanajvys 1 bod za
popis vyhovujiceho rozdelenia, ak chyba zdévodnenie spravnosti).

3. Body D a E su (v tomto poradi) pitami vysok z vrcholov B a C ostrouhlého
trojuholnika ABC'. Predpokladajme, Ze plati |AE|-|AD| = |BE|-|CD|. Akd najmensiu

velkost moze mat uhol BAC'? (Patrik Bak)
RieSenie. Po dosadeni dizok tsekov AE, AD, BE, C'D vyjadrenjch pomocou dlzok
b a c stran trojuholnika ABC' a kosinusu uhla o = [{BAC| do rovnosti zo zadania
dostaneme

bcosa - ccosa = (¢ —beosa)(b— ccosa),
¢ize be = (b% + c?) cos a. Odtial

be

<
b2 4+c2 —

COS &x =

1
9’

pricom posledna nerovnost je pre Iubovolné kladné ¢isla b a ¢ ekvivalentnéd zrejmej
nerovnosti (b—c)? = 0 (mozno sa tiez odvolat na AG-nerovnost pre dvojicu ¢isel b2 a c?).
Dokézali sme tak, Ze pre uhol « Tubovolného trojuholnika ABC' vyhovujiceho zadaniu
ulohy plati cosa £ 1/2, ¢ize a 2 60°. Kedze k tymto vyhovujicim trojuholnikom
zrejme patri aj kazdy rovnostranny trojuholnik (v ktorom su totiz AE, AD, BE, CD
Styri zhodné tsecky), je « = 60° hladané minimum.

Iné rieSenie. Ozna¢me dlzky tsekov AE, EB, AD, DC postupne p, ¢, r, s. Podla
predpokladu zo zadania plati pr = ¢s. Z mocnosti bodu A k Talesovej kruznici nad
priemerom BC, ktora prechadza bodmi D a E, pre dlzky tjchto tisekov dostaneme

p(p+q) =r(r+s).

Po vyjadreni s = pr/q z prvého vztahu, dosadeni do druhého a po zjednoduseni
dostaneme pg = 2. Oznaéme S stred strany AB a c jej dizku. Plati

12 = pq = |AE|- |BE| = (5 +|92)) (& - 19E]) = & — |SEP
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preto r?2 < c%/4 ¢ize r/c < 1/2. Podiel r/c = |AD|/|AB| je v$ak z pravouhlého
trojuholnika ABD rovny kosinusu skimaného uhla BAC, takze sme odvodili rovnaki
nerovnost ako v prvom rieSeni, ktorého zaver uz opakovat nebudeme.

Iné riesenie. Este jednym, trochu pracnej$im algebraickym vypoc¢tom odvodime kla-
¢ovt nerovnost cos a < 1/2 pre uhol aw = |{BAC| kazdého trojuholnika ABC vyhovu-
juceho zadaniu tlohy. Vyjadrime vSeobecne dizky tsekov AE, AD, BE, C'D pomocou
dlzok stran trojuholnika ABC' (standardne oznacenych a, b, c). Vdaka kosinusovej vete
plati

2 b2_ 2 2 b2—
IAE| = |AC| - cosa —=b. S~ _ €

2bc 2¢
a analogicky tiez
b? + c? — a? 2 +a% -0 b? +a? — 2
AD|= ——— BE|l= ———— CD|l= ———.

Dosadenim ziskanych rovnosti do vztahu zo zadania a jeho néslednym vynasobenim
spoloénym menovatelom 4bc dostaneme polynomickt rovnost, ktort teraz zapiSeme
a upravime:

(b2+02—a2)2:(a2—b2+c)(a + % — ),
a4+b4—|—c4—2a2(b2—|—c2)+2b202:a4—(b2 0)2,
2(b* 4 ¢*) = 2a*(b* + 2),

, bttt

= ———.

b2 + 2

Takto uréentt hodnotu a? dosadime do uz skér pouzitého vyjadrenia cos a:

b+ ¢t

s o o DPHcE— o te

b*+c¢* —a b2 + 2 bc 1
coso = = = < -,
2be 2bc b2 +c2 = 2

Za tplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 5 bodov za zdévodnenie o 2 60° a 1 bod za vyslovnt zmienku
o tom, Ze rovnostranny trojuholnik vyhovuje zadaniu. Netiplné riesenie: za odvodenie nerovnosti cos a <
< 1/2 davajte 4 body; za odvodenie rovnosti, z ktorej je mozné bez dalsich geometrickych tvah zhora
odhadnit velkost cos &, nanajvys 2 body (ak tento odhad chyba). Za trividlne pouzitie kosinusovej
vety, z ktorého riesitel neodvodll vztah umoziiujiaci horny odhad velkosti uhla «, je 0 bodov.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe tak, aby zasielka bola doruc¢end pred Vianocami. Odporuca sa odoslat ich najne-
skor 16. decembra 1. triedou.
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