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66. roénik Matematickej olympiady
2016/2017 Riesenia tloh krajského kola kategorie A

1. Ndjdite vsetky trojice celych cisel (a,b, c) také, Ze kazdy zo zlomkov

a b c
b+c¢c c+a a+b

md celoc¢iselni hodnotu. (Jaroslav Svréek)

Riesenie. Uvazovana trojica zlomkov je symetrickd v tom zmysle, ze ak nahradime
trojicu celych ¢isel (a, b, ¢) ich lubovolnou permutaciou, dostaneme zasa (az na poradie)
t1 ista trojicu zlomkov. To isté plati, ked nahradime éisla a, b, ¢ ¢islami opaénymi. Tato
skutoénost ndm v dalSom zjednodusi rozbor pripadov.

Predpokladajme teda, Ze cisla a, b, ¢ st také, ze vSetky tri uvazované zlomky maji
celoc¢iselntt hodnotu. Ak sa medzi nimi nachadza nula, stac¢i bez ujmy na vSeobecnosti
vySetrit pripad @ = 0. Po dosadeni do uvazovanych zlomkov dostéavame, ze zlomky
b/c a ¢/b maji celociselnit hodnotu. Z toho vyplyva, Ze b aj ¢ st nenulové a |b| = |c|
a zaroven aj |c| = |b], preto ¢ = £b. Navyse ¢islo b + ¢ je menovatelom prvého zlomku,
preto b + ¢ # 0, takZe musi byt b = c¢. Celkovo tak dostavame (zjavne vyhovujice)
trojice (0, ¢, c) a ich permutéacie pre kazdé nenulové celé ¢islo c.

Ostéava vyriesit pripad, ked abc # 0.

Vzhladom na pozorovanie z prvého odseku budeme predpokladat, Ze aspon dve
z Cisel a, b, c st kladné. Keby boli kladné vSetky tri, lezal by zlomok, ktory ma v citateli
najmensie z ¢isel a, b, ¢, medzi 0 a 1, takZe by nemohol mat celoé¢iselnii hodnotu.

Nech teda a, b st kladné cisla a ¢ = —d pre kladné d. Po dosadeni do zadania
dostaneme, ze zlomky

a b d
d—b" d—a  a+b

maji celoéiselni hodnotu. Z posledného z nich je jasné, ze d = a + b. Preto ma prvy
zlomok kladny menovatel, a kedZe jeho hodnota je celé ¢islo, musi platit a = d — b, ¢ize
d < a+b. Odtial nutne d = a + b, ¢ize ¢ = —a — b a dostavame tak v sihrne trojice
(a, b, c) nenulovych ¢isel, pre ktoré plati a + b + ¢ = 0. VSetky také trojice vyhovuju,
lebo hodnota vsetkych troch uvazovanych zlomkov je pre ne rovna —1.

Odpoved. Ulohe vyhovuju vietky trojice (0, ¢, c), (c,0,¢) a (c, ¢, 0), pricom c je nenulové
celé ¢islo, a vSetky trojice (a, b, c) nenulovych celych ¢isel, pre ktoré plati a +b+c = 0.

Za tplné riesenie dajte 6 bodov. Ak chyba zmienka o niektorej z vyhovujucich trojic (napr. sa nikde
nespomina ind permutéacia trojice (0, ¢, c)), dajte nanajvys 5 bodov. Netplné rieSenie: za Gplné riesenie
pripadu, ked je jedno z éisel a, b, c rovné 0, dajte 2 body; za vyrieSenie pripadu, ked a, b, ¢ st nenulové,
dajte 4 body, z toho 1 bod za puhe vylucenie pripadov, ked vsetky ¢isla a, b, ¢ si kladné, ¢i zadporné.
Za pozorovanie z prvého odseku o permutaciach trojic a zmene znamienok, ak nevedu k vyrieseniu
jedného z uvedenych dvoch pripadov, body nedavajte. Za najdenie vSetkych rieSeni (bez zdévodnenia,
preco iné uz neexistuju) dajte 1 bod.



2. Dand je kruZnica p so stredom K prechddzajica bodom M a polkruZnica q nad
priemerom K M. Lubovolnym bodom L wvnitri usecky KM wvedieme kolmicu na KM.
Td pretne polkruznicu q v bode Q a kruznicu p v bodoch Py, Py tak, Ze |P1Q| > |P2Q)|.
Priamka MQ pretina kruznicu p este v bode R # M. Dokdzte, Ze pre obsahy S1 a So
trojuholnikov M P1Q a P,RQ plati 1 < S1: S5 <3+ V8. (Sarka Gergelitsova)

RieSenie. Kruznica, ktorej ¢astou je polkruznica ¢, je obrazom kruZnice p v rovno-
Tahlosti so stredom M a koeficientom 1/2, takze bod @ je stredom tsecky RM. Kedze
oba trojuholniky, pomer ktorych obsahov nas zaujima, maji navySe zhodné uhly pri
spolo¢nom vrchole @), je

S1 3|PiQ|- IMQ|sin |[{PIQM| |PQ|

So 3|PQ - |RQIsin|[<PQR| — [PQI
Ozna¢me |[KM| = r, |[ML| = z, |P,L| = di1, |QL| = dz (obr.1). Zo stimernosti
bodov P;, P, podla KM potom vyplyva |PiL| = |PL|, takze |P>,Q| = dy — ds. Ak
oznac¢ime M’ druhy krajny bod priemeru kruznice p s krajnym bodom M, je trojuholnik
M'M Py pravouhly. Z Euklidovej vety pre jeho vysku P;L dostavame d? = x(2r — z)
a podobne pre vysku QL pravouhlého trojuholnika KQM plati d3 = z(r — x). Odtial
51 _ |P1Q) _ di + da _ (dy + d2)? _
Sy |PQ|  di —do d3 — d3
Ca@2r—a)+a(r—a)+2y/x@2r —2) - x(r—z)  3r—22+2/2r —2)(r —2)

rT r

Na vysledny vyraz sa mozno pozerat ako na funkciu premennej = s parametrom r.
Na intervale (0,r) je tato funkcia klesajica (obe funkcie 3r — 2z aj (2r — z)(r — x) st
klesajiice), preto nadobtida maximum 34 2v/2 pre z = 0 a minimum 1 pre z = r. Kedze
podla zadania x € (0,r), plati 1 < Sy : S < 3 +2v2 =3+ V8.




Iné riesenie. Body P», R, P;, M lezia v tomto poradi na kruznici p, preto maja uhly
M Py P, a M RP, rovnaku velkost. Zhodné st aj vrcholové uhly PLQM a P,QR. Podla
vety wu s teda trojuholniky M P;Q) a P, R( podobné, takze pomer ich obsahov je
stvorcom pomeru dizok prislichajucich si stran MQ a P>Q. Kedze 3+ /8 = (1 + \/5)2,
je nasim cielom dokézat nerovnosti

|MQ)
| P2Q)
Ozna¢me opét = |LM| a r polomer kruznice p, takze |KL| = r —x (obr.1). Vy-

uzijeme to, ze trojuholnik KQM je pravouhly, preto pre jeho vysku LQ a odvesnu M Q)
podla Euklidovych viet plati |[LQ| = /x(r — x) a |[M Q| = /rz. Aj trojuholnik K LP;

je pravouhly, preto podla Pytagorovej vety |LPy| = /12 — (r — 2)2 = /z(2r — x).

Dostavame tak

QoL Vi v
12Q|  [LP|—|LQ|  /z(2r —z)—\/r(r—2) V2r—z—\r—zx
V2r —z+r—ux

NG :

Vdaka nerovnostiam 0 < x < r pre ¢itatel posledného zlomku platia odhady

V2r —r+Vr =1 < V2r —x+r—x < V2r+4/r,

1<

<1+V2. (1)

ktoré uz bezprostredne vedu k nerovnostiam (1).

Pozndmka. Nerovnost S; : Sy > 1 vyplyva rovno z predpokladanej nerovnosti |P;Q| >
> |P,Q)|, pretoze potom zrejme plati S1 > Spymp, = Scmp, > Sugpr, = S2, lebo

|RQ| = |QM].

Za plné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za dékaz nerovnosti 1 < S; : S2 a 4 body za dokaz
druhej nerovnosti S1 : S2 < 3 + /8. Riesenia s drobnymi nedostatkami v dékazoch (chyba potrebna
zmienka o ekvivalencii nerovnosti; numerickd chyba v zavere dokazu a pod.) hodnotte 5 bodmi.
Hodnotenie netplnych rieseni:
> 1 bod za vyjadrenie hodnoty S; : Sz pomocou dizok tsediek — ¢ uz tvahou o rovnolahlosti
(prvé riesenie), na zéklade podobnosti trojuholnikov M P1Q a PoRQ (druhé riesenie) alebo inak
(ak chyba zmienka o désledkoch podobnosti ¢ rovnolahlosti pre vypocet pomeru obsahov, body
nedavajte);
> dalsi 1 bod za vyjadrenie pomeru S; : S2 ako funkcie jednej redlnej premennej;
> nanajvys 2 body za rieSenie, kde nie je preukdzand ani jedna zo zadanych nerovnosti.

3. V zawvislosti od redlneho parametra k urcte pocet riesent sustavy rovnic
22 + kxy + y? = z,
v+ kyz + 2% =,
2 tkzz+ai=y
v obore redlnych cisel. (Patrik Bak)

Riesenie. Dantu ststavu vyriesime a vypiseme vSetky rieSenia, aby sme niektoré riesenia
nepocitali viackrat.



Najskor zvazime moznost © = y = z. V takom pripade sa stustava redukuje na
jedint rovnicu (k + 2)2? = . RieSenim danej ststavy je trojica (0,0, 0) pre fubovolné k
a navyse trojica (k%_z, I%LQ, k+r2> v pripade k # —2.

Vratme sa k danej ststave rovnic. Od¢itanim druhej rovnice od prvej dostavame

(22 — 2 +ky(x — 2) = 2 — ,

(x—z)(x+2z+ky+1)=0. (1)

Podobne odc¢itanim tretej rovnice od druhej vyjde
(y—x)(y+x+kz+1)=0. (2)
V pripade = # y # z # x sa tak rovnice (1) a (2) redukuji na

r+z+ky+1=0,
y+xr+kz+1=0.

Odéitanim tychto dvoch rovnic dostaneme (y — z)(k — 1) = 0, takze musi byt k£ = 1
ax+y+2z=—1. To vSak nemdze platit, kedze pre k = 1 vychadza

2
=2 +ay+y® = (x%—y>2—i—3i 20
2 4
a podobne x = 0 a y = 0, takze spolu z +y + z = 0.

Zistili sme, ze v kazdom rieSeni zadanej ststavy maju niektoré dve nezname
rovnakt hodnotu. KedZe stustava je cyklickd, budeme dalej predpokladat = # y =
= z, pretoze pripad x = y = z sme uz vyriesili. Z rovnice (1) za tychto predpokladov
vyplyva, ze x + y + ky + 1 = 0, ¢ize z = —(k + 1)y — 1, a povodna ststava sa tym
redukuje na jedind rovnicu

(k+2)y* +(k+1)y+1=0. (3)

Este dodajme, Ze rieSenim rovnice (3) nedostaneme Ziadne z uz néjdenych rieseni,
pretoze rovnost z =y, ¢ize y = —(k+ 1)y — 1 je mozné len pre k # —2 adava x =y =
=z = —1/(k + 2), ¢o medzi rieSenia danej sustavy nepatri.

Pre k = —2 je rovnica (3) linearna s jedinym rieSenim y = 1, pre ktoré dopocitame
x = 0. RieSeniami danej ststavy su tri permutécie trojice (0,1, 1).

Pre k # —2 je rovnica (3) kvadratickd a ma reélne rieSenie prave vtedy, ked

D=(k+1)?*—4k+2)=k*—2k—-T720,

Cize prave vtedy, ked k ¢ (1 —2v/2,1 4 2/2), ako zistime vyrieSenim vyslednej kvadra-
tickej nerovnice pre k. RieSenie je teda jediné pre k = 1 + 21/2, pricom

k+1 (k+1)?
= =1F V2 S G
N =50+ 2) FVZooa 2(k + 2)



Riesenim pdvodnej stustavy tak st tri permutécie trojice (xo, yo, yo)-
Pre k € (—o0, —2) U (—2,1 — 2v/2) U (1 + 2v/2,00) m4 kvadraticka rovnica (3) dve

rozne rieSenia
B —k—-1+VEk2-2k—7
Yi1,2 = 2(k: T 2) )

pre ktoré dostaneme dve rézne hodnoty x1 9 = —(k + 1)y12 — 1. RieSenim pévodnej
ststavy tak s tri permutécie trojice (x1,y1,%1) a tri permutécie trojice (2, y2, y2).

V zéaverecnej tabulke uvadzame celkovy pocet rieSeni danej ststavy v zavislosti
od k:
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Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 1 bod za vyriesenie pripadu z = y = 2, 2 body za ddkaz
neexistencie rieSenia v pripade = # y, y # z, 2z # = a 3 body za zvys$ny pripad (z toho 1 bod za
vyrieSenie situdcie k = —2). Za drobné nedostatky (nespravne uréené korene trojélena k2 — 2k — 7,
nespravne dopoc¢itand hodnota z z hodnoty y a pod.) strhnite dokopy iba 1 bod. Vypisovat vSetky
trojice riesiace danu suistavu nie je v iplnom rieSeni nevyhnutné, ak je v postupe zdévodnené, ze trojice
zodpovedajtce rieSeniam rovnice (3) nie s tvorené tromi rovnakymi ¢islami. Ak toto zdévodnenie
v inak aplnom rieSeni chyba, dajte 5 bodov. Ak jedina chyba pri urceni poctu rieSeni je zabudnutie
permutéacii premennych, strhnite 1 bod.

Za uhadnutie riesenia (i ked overené sktiskou) nedavajte ziadne body, ak nie je tiplne vyrieSeny ani
jeden zo spomenutych troch pripadov (vratane zdévodnenia, Ze iné rieSenia uz neexistuji). Postup, ked
riesitel pre niektorti hodnotu k& uhadne mnozinu rieSeni a dokéze, ze viac rieseni pre dané k neexistuje
(napr. pomocou redukcie ststavy na polynomick(l rovnicu pre jednu z neznadmych): ak nie je ani
naznacené, ako mozno pomocou tohto postupu urcit, ako sa meni pocet rieseni ststavy v zavislosti od
k, dajte 1 bod; inak nanajvys 6 bodov v zavislosti na tom, kolko z podstatnych intervalov pre k (pozri
tabulku v z4vere uvedeného rieSenia) umoznil tento postup vyriesit.

4. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC s viyskou AD. Osi uhlov BAD, CAD pretinaji
stranu BC postupne v bodoch E, F'. Kruznica opisand trojuholniku AEF pretina strany
AB, AC postupne v bodoch G, H. Dokazte, Ze priamky EH, FG a AD sa pretinaji
v jednom bode. (Patrik Bak)

Riesenie. Ozna¢me K priese¢nik tseciek F'G a AE a L priese¢nik EH a AF (obr.2).
Z rovnosti obvodovych uhlov nad tetivou AF (body A, G, E, F lezia v tomto poradi
na kruznici opisanej trojuholniku AEF) vyplyva, ze

|LAGF| = |{AEF| = 90° — |{DAE| = 90° — |{GAE],

|LAGF| + |{GAE| = 90°,

|LAKG| = 180° — (|LAGF| + |£GAE|) = 90°.
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Usetka FK je teda vyskou trojuholnika AEF. Analogicky dokaZeme, 7e aj EL je jeho
vyskou, a preto priese¢nik priamok F'K a E'L je ortocentrom trojuholnika AEF', ktorym
prirodzene prechadza aj jeho tretia vyska AD.

A

Obr. 2

Iné riesenie. Ozna¢me M dalsi prieseénik polpriamky AD s kruznicou k opisanou
trojuholniku AE'F (obr.2). Kedze AFE je osou uhla GAM, st zhodné obvodové uhly
GAFE a EAM v kruznici k, a preto st zhodné aj jej tetivy GE a EM, a teda aj obvodové
uhly GFE a EFM. Priesecnik priamok F'G a AM je teda obrazom bodu M v osovej
sumernosti s osou E'F. Rovnakt ivahu méZeme spravit aj pre prieseénik priamok EH
a AM, preto musia byt oba prieseéniky totoZzné.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Okrem postupu v prvom rieseni mozno vyuzit aj rovnost obvodovych
uhlov nad tetivou GE a ukézat, ze body A, K, D, F lezia na kruznici s priemerom AF'. Za hypotézu
(nezddvodnené pozorovanie), ze FG L AFE (resp. EH 1 AF), davajte 2 body, ak riesitel zdovodni, ze
to staéi na vyriesenie tlohy (napr. ivahou o prieseéniku vySok trojuholnika AEF), inak iba 1 bod.
Riesitelovi, ktory pracuje s bodom M z druhého riesenia a zdévodni, Ze E je stred obluka GM (alebo
ze F' je stredom obluka H M), nedostane sa vSak dalej, dajte 2 body (samotné zavedenie bodu M
nebodujte).

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov. Pri kazdej tilohe sa
za akékolvek uplné rieSenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu postupom, ktory sa
odlisuje od vsSetkych tu uvedenych rieseni, ale tilohu nevyriesi iplne, bodovacia schéma
sa zvoli tak, aby ¢o najlepsie korespondovala so schémami uvedenymi v tomto letaku.
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