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66. ro¢nik Matematickej olympiady
2016/2017 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z9

1. Vo vsetkych deviatich polickach tutvaru maji byt vyplnené prirodzené cisla tak, aby
platilo:
o kazde z cisel 2, 4, 6 a 8 je pouZité aspon raz,
e Styri policka vnitorného stvorca obsahuju suciny cisel zo susediacich policok von-
kajsieho stvorca,
e v kruhu je sucet cisel zo susediacich policok vniutorného stvorca.

Zistite, ktoré najmensie a ktoré najvicsie ¢islo moze byt napisané v kruhu.

(Monika Dillingerova)

.....

RieSenie. Pre dostatocne velké ¢islo v niektorom z rohovych policok vonkajsieho
Stvorca mozu byt zodpovedajice suciny vo vnutornom Stvorci vicésie ako Tubovolné
vopred zvolené ¢islo, pricom lahko dokazeme zabezpecit, aby kazdé z ¢isel 2, 4, 6 a 8
bolo pouzité. Preto aj stcet v kruhu moze byt Tubovolne velky.

Zistime, aky najmensi sucet moéze byt v kruhu. Urcite to nemodze byt Ziadne

.....

predpisanych cisel, t.j. 2+ 4 + 6 + 8 = 20.

Keby stcet v kruhu bol 20, tak by predpisané ¢isla museli byt v Styroch susediacich
polickach malého Stvorca. Kedze jedno z tychto ¢isel je 6, muselo by byt jedno zo
susediacich poli¢ok vonkajsieho Stvorca 6 alebo 3, a to by tiez musel byt delitel druhého
susediaceho policka vnttorného stvorca. Ziadne z &isel 2, 4 a 8 viak takého delitela nem4,
preto tato moznost nastat neméze.

.....
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Pozndmka. Vsimnite si, ze ¢islo v kruhu je vzdy st¢inom suc¢tov dvojic protilahlych ¢isel
vonkajsieho Stvorca. Tento poznatok mozno tiez vyuzit pri rieSeni tlohy.

2. Z bodu A do bodu C wvedie nducény chodnik prechddzajici bodom B a inakadial
tiez cervend turistickda znacka, pozri obrazok. Okrem toho sa dd pouZit aj nezakreslend
skratka dlhd 1 500 metrov zacinajica v A a ustiaca na nauc¢nom chodniku. Vojtech zistil,
ze
e vylet z A po éervenej do C a po ndaucénom chodniku spit do A je dlhy 7700 metrov,
e vylet z B po nducnom chodniku do C' a potom po cervenej do A je dlhy 5800
metrov,
o s vyuzitim skratky je cesta z A do B dlha 1700 metrov,
e vylet z A po nduénom chodniku do C a spit do A najskor po nducnom chodniku
a potom po skratke je dlhy 8 800 metrov.

Urcte dizku nducného chodnika z A do C. Pokial zadanie pripista viac odpoveds,
uvedte vsetky. (Libor Simiinek)

A

Skratka mohla Gstit do ndu¢ného chodnika bud v tseku medzi A a B, alebo v tseku
medzi B a C.

C

A

Skratka bola dlha 1 500 m a s jej vyuzitim bola cesta z A do B (podla 3. informécie)
dlha 1700m. Vzdialenost B od ustia skratky preto bola v oboch pripadoch rovnaka,
a to

1700 — 1500 = 200 (m).
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7 1. a 2. informécie vyplyva, ze cesta z A do B po nau¢nom chodniku bola dlha
7700 — 5800 = 1900 (m).

Ak dizku tseku nauéného chodnika medzi B a C oznadime vy, tak s vyuzitim
4. informécie dostavame dve rozne rovnice podla toho, kam tsti skratka:

a) Pre ustie v tiseku medzi A a B plati

1900 + 2y + 200 + 1500 = 8800,
2y = 5200,
y = 2600 (m).

V tomto pripade bol cely nducény chodnik dlhy
1900 + 2600 = 4500 (m).
b) Pre tstie v tiseku medzi B a C plati

1900 + 2y — 200 + 1500 = 8800,
2y = 5600,
y = 2800 (m).

V tomto pripade bol cely nduény chodnik dlhy

1900 + 2800 = 4700 (m).

Pozndmka. Ak dlzku tseku naucného chodnika medzi A a B oznaCime x, medzi B
a ustim skratky z a dlzku &ervenej cesty medzi A a C oznadime w, tak informécie zo
zadania mozno zapisat pomocou rovnic takto:

w+y+x="7700,

y +w = 5800,

1500 + z = 1700,

r + 2y + 2z + 1500 = 8800, resp. x + 2y — z + 1500 = 8 800.

V predchadzajicom je uvedené postupné rieSenie tejto sustavy pre nezname z, x

a y (a nasledné vyjadrenie su¢tu x + y). Z druhej rovnice mozno vyjadrit aj hodnotu
neznamej w.

= L=

3. Julii sa zakotulala lopticka do bazéna a pldvala vo vode. Jej najuyssi bod bol 2cm
nad hladinou. Priemer kruznice, ktoru vyznacila hladina vody na povrchu lopticky, bol
8 cm. Urcte priemer Juliinej lopticky. (Libuse Hozova)

Napad. Aky je vztah medzi polomerom lopticky, polomerom kruZnice vyznacenej
hladinou a vzdialenostou stredu lopticky od hladiny?

Riesenie. Nasledujici obrazok znéazornuje rez lopticky, ktory prechadza jej stredom
(bod S) a je kolmy na hladinu (priamka AB). Bod C je pétou kolmice z bodu S na
hladinu a bod D je najvyssim bodom lopticky nad hladinou.
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Zo zadania vieme, ze |AC| = 4cm a |CD| = 2cm. Polomer lopticky |SA| = |SD|
oznacime r. Podla Pytagorovej vety v pravouhlom trojuholniku AC'S dostavame:

2:42—|—(T’—2)2,
2 =16+1r> —4r +4,

4r = 20,
r =2>5.

Juliina lopticka mala priemer 10 cm.

4. Katka si myslela pitciferné prirodzené éislo. Do zosita napisala na prvy riadok siucet
mysleneho cisla a polovice mysleného cisla. Na druhy riadok napisala sucet mysleneho
cisla a pdtiny myslencho cisla. Na treti riadok napisala sucet mysleneho cisla a devitiny
mysleneho c¢isla. Nakoniec scitala vsetky tri zapisané cisla a vysledok napisala na stvrty
riadok. Potom s uzZasom zistila, Ze na stvrtom riadku mad zapisani tretiu mocninu istého
prirodzeného ¢isla. Urcte najmensie ¢islo, ktoré si Katka mohla mysliet na zaciatku.
(Lucia Rizickova)
Ak myslené pitciferné ¢islo oznaéime x, tak v prvych troch riadkoch boli napisané

¢isla x + %x = %x, T+ %x = g:c azx+ :U = —.’13 Sucet v stvrtom riadku bol rovny

3 6 10 343
(2+5+9>$_90
Tento vysledok méa byt trefou mocninou istého prirodzeného éisla, takze je sdm priro-
dzenym ¢islom. Kedze ¢isla 343 a 90 sﬁ nesudelitelné, musi byt x nasobkom 90. KedZze
343 je tretou mocninou 7, musi byt 55 tretou mocninou nejakého prlrodzeneho Cisla.
NaJmen51 nasobok 90 ktory Je patmferny, Je 10 080 =90 - 112 preto —m > 112

112, je 125 = 5%; preto gsa = 125.
Najmensie ¢islo, ktore si Katka mohla mysliet, je 90 - 125 = 11 250.

5. Mysky si postavili podzemny domcek pozostavajici z komorok a tunelcekov:

o kazdy tuneléek vedie z komorky do komorky (tzn. Ziadny nie je slepy),
e 2 kaZdej komorky vedu prdave tri tunelceky do troch roznych komorok,
e 2 kaZdej komorky sa da tuneléekmi dostat do ktorejkolvek inej komorky,
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e v domceku je prave jeden tunelcek taky, Ze jeho zasypanim sa domcek rozdeli na
dve oddelené castsi.

Kolko najmenej komorok mohol mat mysi domcek? Nacrtnite, ako mohli byt ko-
morky pospdjané. (Alzbeta Bohinikova)

Napad. Zac¢nite kritickym tunel¢ekom.

RiesSenie. Komorky budeme oznacovat kriazkami, tuneléeky ¢iarami. Zaéneme kritic-
kym tunelc¢ekom, ktorého zasypanim sa domcek rozdeli na dve oddelené casti. Ak
komorky na koncoch tohto tunel¢eka oznacime A a B, tak kazda komorka patri do
prave jednej z nasledujicich dvoch skupin:

a) komorka A a vSetky komdrky, do ktorych sa z nej mozno dostat bez pouZitia
tunelceka AB,

b) komorka B a vSetky komorky, do ktorych sa z nej mozno dostat bez pouZitia
tunelceka BA.

To znamena, ze ziadna komorka z jednej skupiny nie je spojena tunelcekom so
ziadnou komérkou z druhej skupiny. Teraz uréime, kolko najmenej komorok moze byt
v jednej skupine, aby boli splnené ostatné podmienky:

e Aby z komorky A viedli tri tuneléeky, musia byt v skupine a) aspon dve dalsie
komorky, ktoré oznacime C' a D. Tri komorky v skupine vsak nestacia — daja sa
spojit jedine C' a D, a to by z C' a D viedli iba dva tuneléeky.

e Preto v skupine a) musi byt aspoii jedna dalsia komorka, ktorti ozna¢ime E. Styri
komorky vSak tiez nestacia — E sa da spojif jedine s C' a D, a to by z E viedli iba
dva tunelceky.

e Preto v skupine a) musi byt asponl jedna dalsia komoérka, ktori oznacime F'. Pt
komoérok v jednej skupine uz sta¢i — komorky mozu byt pospdjané napr. takto:

C

D

Domcek mal najmenej 10 komorok.

6. Dand je usecka AB dlzky 12 cm, na ktorej je jednou stranou poloZeny stvorec M RAK
so stranou dlZky 2cm, pozri obrdzok. MRAK sa postupne prekldpa po tisecke AB,
pricom bod R zanechdva na papieri stopu. Narysujte celi stopu bodu R, kym stvorec
neobide usecku AB z oboch stran a nevrdti sa do svojej povodnej polohy.

R — M




(Monika Dillingerova)

Napad. Rozdelte si ilohu na etapy.

RieSenie. Stvorec sa postupne preklapa okolo bodov na tise¢ke AB (na nasledujicich
obrazkoch to st body K, M;, Rs, Az, atd.). V kazdej etape sa bod R pohybuje po
Casti kruznice, ktorej stred je v niektorom z vyznacenych bodov a polomer je rovny bud
strane, alebo uhlopriecke Stvorca.

K5 A2 = M3 Kg

Casti kruznic st viéSinou stvrtkruznice (o zodpoveda velkosti vnitorného uhla
Stvorca), iba v krajnych bodoch tsecky to st tristvrtekruznice (¢o zodpoveda velkosti
vonkajsieho uhla §tvorca).

Pre narysovanie celej stopy bodu R potrebujeme stredy kruznic (K = Ky, M; =
= Ms, Ry = Rj3 atd.), ktoré st na tsec¢ke AB po 2 cm. Spolo¢né body kruznic (R; = Ko,
Ry = R3, K3 = Ry atd.) lezia v mrezovych bodoch $tvorcekovej siete so stranou 2 cm.

6



Slovenska komisia MO, KMANM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

Autori: Patrik Bak, Svetlana Bednafova, Alzbeta Bohinikova, L. Dedkova, Monika Dil-
lingerova, L. Hozova, Veronika Hucikova, Katarina Jasencdkova, M. Krejcova,
M. Mach, Erika Novotna, K. Pazourek, M. Petrova, E. Semeradova, Miroslava
Smitkova, L. Simfinek, Martin Vodi¢ka, M. Volfova, V. Zadnik

Recenzenti: Alzbeta Bohinikova, Svetlana Bednarova, Monika Dillingerova, Veronika Huci-
kova, Katarina Jasenc¢akova, Miroslava Smitkova, Erika Novotna, Peter Novotny

Redakénd tiprava:  Rdébert Hajduk, Jan Mazéak, Peter Novotny
Vydal: IUVENTA — Slovensky institit mladeze, Bratislava 2016



