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66. ro¢nik Matematickej olympiady
2016/2017 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z5

1. Zvonkohra na nddvori hrda o kaZdej celej hodine kratku skladbu, a to pocinajic 8.
a konciac 22. hodinou. Skladieb je celkom osemnast, o celej hodine sa hrd vidy iba
jedna a po odohrani vsetkych osemndstich sa zacina v rovnakom poradi znova. Olga
a Lubos boli na ndadvori v pondelok o 15. hodine. Ten isty tyzden si prisli zvonkohru
vypocut este raz napoludnie, na ich sklamanie vsak hrala td istd melddia, ktori poculi
v pondelok. Ktory den bola Olga s Lubosom na nddvori druhy raz?  (Libor Simiinek)

Napad. Kolko z osemnéstich skladieb zaznie v jeden derni a na kolko z nich sa nedostane?

Riesenie. Medzi odohranim prvej rannej a poslednej vecernej skladby uplynie 22 — 8 =
= 14 hodin, kazdy den sa preto hra pitnést skladieb. Vo zvonkohre je nastavenych
osemnast skladieb, teda o tri viac.

Na skladbu, ktort poculi hrdinovia tlohy v pondelok o 15. hodine, sa v utorok
dostalo o 3 hodiny neskor, teda o 18. hodine. V stredu o dalsie 3 hodiny neskor, teda
o 21. hodine.

Vo stvrtok sledovana skladba nezaznela vobec: od posledného jej uvedenia hrala zo
sedemnaéstich ostatnych skladieb jedna v stredu o 22. hodine, pétnast vo Stvrtok, jedna
v piatok o 8. hodine a na sledovanu skladbu sa dostalo az o 9. hodine.

Nasledujuci den, v sobotu, zaznela sledovana skladba o 3 hodiny neskor, teda
0 12. hodine. V nedelu o dalsie 3 hodiny neskor, teda o 15. hodine.

Dany tyzden hrala sledovana skladba napoludnie jedine v sobotu, Olga a Lubo$
prisli na nadvorie druhy raz v sobotu.

Poznamka. Predchadzajuca diskusia moéze byt nahradenéd programom zvonkohry pre
dany tyzden. Skladby oznacujeme ¢islami 1 az 18, pricom 1 oznacuje tu, ktord poculi
OTlga s Lubosom:

8h|{ 9h|10h|11h|12h|13h|14h|15h|{16h|17h |[18h|{19h|20h (21 h|22h

ut| 9 |10 11 |12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17T | 18 | 1 2 3 4 )
st|] 6 7 8 9 (10|11 (12 |13 |14 |15 |16 | 17 | 18 | 1 2

pi| 18| 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12 | 13 | 14
so|l 16|16 | 17 | 18 | 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 | 10 | 11
ne|l 12 (13| 14 | 15 | 16 | 17 | 18

2. V kaZdom z rohovijch polic¢ok vonkajsieho stvorca md byt napisané jedno z cisel 2, 4,
6 a 8, pricom v roznych polickach magi byt rozne éisla. V Styroch polickach vnitorného
§tvorca magju byt suciny cisel zo susediacich policok vonkajsieho Stvorca. V kruhu md
byt sucet cisel zo susediacich policok vnutorného stvorca. Ktoré ¢isla mozu byt napisané
v kruhu? Urcéte vsetky moznosti. (Monika Dillingerova)



Napad. Mézu rozne vyplnenia rohovych poli¢ok viest k rovnakému suc¢tu v kruhu?

RiesSenie. Cisla 2, 4, 6 a 8 mozno do rohovych poli¢ok napisaf mnohymi spdsobmi.
Pre rozne sposoby vSak modZzeme nakoniec dostat ten isty sucet v kruhu, ako napr.
v nasledujacich pripadoch:

2 4 4 6 2 8
8 24 16
16 ( 96 ) 24 8 (96 )48 8 (96 )48
48 16 24
8 6 2 8 4 6

Prvy a druhy pripad sa lisia pootofenim o 90°, druhy a treti si simerné podla
vodorovnej osi Stvorca a pod. Rozne hodnoty v kruhu teda dostaneme iba vtedy, ked
¢isla v rohovych polickach nie s nijako stimerné.

Skuisanie vSetkych moznosti si preto mozeme zjednodusit tym, Ze uvazujeme jedno
z &isel, napr. 2, v jednom konkrétnom policku, napr. vlavo hore. Ostatné ¢isla doplhame
tak, aby ziadne dve vyplnenia neboli simerné. Pritom jedind simernost, ktora zacho-
vava 2 v Tavom hornom policku, je simernost podla uhlopriecky prechadzajicej tymto
polickom. S tymito poziadavkami mame nasledujtce tri riesenia:

2 4 2 6 2 6
8 12 12
16 ( 96 ) 24 8 (100) 48 16 ( 84 ) 24
48 32 32
8 6 4 8 8 4

V kruhu mozu byt napisané ¢isla 84, 96 a 100.

Poznamka. Pre kazdé vyplnenie rohovych policok mozeme néjst 7 dalsich, ktoré st
s nim nejako simerné. Vsetky vyplnenia teda mozno rozdelit do osmic, ktoré urcite
maju rovnaké siucty v kruhu. Pritom ¢isla do $tyroch rohovych poli¢ok moézeme vyplnit
spolu 24 sposobmi. V kruhu tak mozu byt napisané nanajvys 24 : 8 = 3 rozne ¢isla.
Sktisanim uréime, ktoré cisla to sd, a ze st navzajom rozne.



3. Na obrdzku je stvorcovd dlaZdica so stranou dizky 10 dm, ktord je zloZend zo Styroch
zhodnych obdZnikov a malého stvorca. Obvod malého stvorca je pitkrdt menst ako obvod
celej dlaZdice. Urcte rozmery obdlZnikov. (Karel Pazourek)

Napad. Uréte dizku strany malého stvorca.

Riesenie. Obvod malého Stvorca je pifkrat mensi ako obvod dlazdice, preto aj jeho
strana je pitkrat mensia ako strana dlazdice. Strana malého Stvorca teda meria

10 : 5 = 2 (dm).

Pritom dlzka strany dlazdice je rovna suétu dizok strany malého Stvorca a dvoch
kratsich stran obdlZznika. Kratsia strana obdlZnika teda meria

(10 — 2) : 2 = 4 (dm).

Stcasne dlzka strany dlazdice je rovna suétu dizok kratsej a dlhsej strany obdlznika.
Dlhsia strana obdlZnika teda meria

10 — 4 = 6 (dm).

Rozmery obdlznikov st 4 dm x 6 dm.

4. Predavac vianocnych stromcekov preddval smriecky po 22€, borovicky po 25€ a jed-
licky po 33€. Rano mal rovnaky pocet smrieckov, jedliciek a borovic. Vecer mal vsetky
stromceky predané a celkom za ne utrzil 8 600€. Kolko stromcekov v ten den predavac
predal? (Marie Krejcova)

Napad. Pocitajte po trojiciach.
Riesenie. Trojica smriecok, borovicka a jedlicka stala dokopy

22+ 25+ 33 = 80¢€.

Predavac takych trojic za cely den predal 3600 : 80 = 45.
Celkom teda predal 3 - 45 = 135 stromcekov.



5. Napiste namiesto hviezdiciek cifry tak, aby sucet doplnenych cifier bol nepdrny a aby
platila uwvedend rovnost:
42 - %8 = 2 %%k

(Libuse Hozova)
Napad. Zac¢nite od prvej hviezdicky.

Riesenie. Postupne dosadime vsetky mozné cifry na mieste prvej hviezdicky, vypoci-
tame sucin a preverime ostatné poziadavky:

42 - 18 = 756, vysledok je mensi ako 2 000; nevyhovuje.

42 - 28 = 1176, vysledok je mensi ako 2 000; nevyhovuje.

42 - 38 = 1596, vysledok je mensi ako 2 000; nevyhovuje.

42 - 48 = 2016, sucet 4+ 0+ 1+ 6 = 11 je neparny; vyhovuje.
42 - 58 = 2436, stucet 5+ 4+ 3 + 6 = 18 je parny; nevyhovuje.
42 - 68 = 2856, sucet 6 + 8 + 5 + 6 = 25 je neparny; vyhovuje.
42 - 78 = 3276, vysledok je vacsi ako 2999; nevyhovuje.
zvys$né dva siciny su este vicsie; nevyhovuju.

Uloha m4é dve riesenia, a to

42-48 =2016 a 42-68 = 2856.

6. Jarka zostrojila dva zhodné rovnostranné trojuholniky ako na obrdzku. Dalej chce
zostrojit véetky kruznice, ktoré budi mat stred v niektorom z vrcholov a budi prechd-
dzat niektorym inym vrcholom niektorého z trojuholnikov. Zostrojte a spocitajte vietky
kruznice vyhovujuce Jarkinym poZiadavkam. (Karel Pazourek)

Napad. Zac¢nite s vrcholmi, ktoré su spolo¢né obom trojuholnikom.

Riesenie. Pomenujme vrcholy ako na nasledujicom obrazku a vSimnime si, ze body
A a C st vzdy od zvys$nych troch bodov rovnako vzdialené (zodpovedajuce tusecky
tvoria strany rovnostrannych trojuholnikov). Preto kruznica so stredom v bode A
prechadzajica bodom B prechadza aj bodmi C' a D. Kruznica so stredom v bode A
vyhovujaca Jarkinym poziadavkam je teda jedina. Podobne existuje jedina vyhovujica
kruznica so stredom v bode C.



Kruznica so stredom v bode B prechadzajica bodom A prechadza aj bodom C,
dalsia kruznica prechddza bodom D. KruZnice so stredom v bode B vyhovujuce Jarki-
nym poziadavkam s teda dve. Podobne existuji dve vyhovujiice kruznice so stredom
v bode D.

Spolu existuje Sest vyhovujucich kruznic:

&
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