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66. ro¢nik Matematickej olympiady
2016/2017 Riesenia uloh okresného kola kategorie Z9

Informécia pre okresnu komisiu MO:

Pri kazdej ulohe sa za akékolvek tplné rieSenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu
postupom, ktory sa odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieSeni, ale tilohu nevyriesi uplne,
bodovacia schéma sa zvoli tak, aby co najlepsie korespondovala s navrhom hodnotenia tu
uvedenym. Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 12 alebo viac bodov.

Prosime o zaslanie opravenych rieseni okresnych kol aj s vysledkovou listinou predsedom
KKMO alebo nimi poverenej osobe do 20. februara.

Upozorriujeme tiez na moznost zverejnit vysledkovii listinu okresného kola na oficidlnej
stranke Slovenskej komisie MO: skmo . sk. Staci poslat vysledkovii listinu e-mailom na adresu
skmo@skmo.sk v takom formdte, v akom si ju zZeldte zverejnit na internete. Na stranke
skmo . sk/dokument . php?id=429 ndjdete Sablénu vo forméte Excelovskej tabulky, ktorti mo-
Zete pri priprave vysledkovych listin pouzit. Nie je to vSak povinny format, mézete pouzit
aj vlastny. Prosime len, aby ste dodrzali oznacenie poradia podla nasledovného prikladu:
Ak préve 5 ziakov dosiahne viac bodov ako ziak X.Y. a prave traja ziaci (vratane X.Y.)
dosiahnu rovnako vela bodov ako X.Y., tak ziakovi X.Y. patri v poradi 6. — 8. miesto,
pripadne skratene len 6. miesto. Analogickym postupom sa urcuje umiestnenie vsetkych
ziakov. Inymi slovami, napr. nepiste pri ziakovi, Ze skoncil na 2. mieste, ak pred nim skoncili
traja ziaci s plnym poc¢tom bodov a on ma o jeden bod menej — v takom pripade mu patri
4. miesto.

1. Do prdzdnych policok doplrnite c¢isla tak, aby v polickach uprostred kazZdej vyznacenej
usecky bol sucet cisel z jej krajnych policok a aby sucty cisel z policok na oboch
uhloprieckach boli rovnaké. (Svetlana Bednarova)

Riesenie. Podla prvej podmienky vieme doplnit iba prostredné policko v prvom riadku,
4 4+ 8 = 12, a prostredné policko v trefom riadku, 10 — 12 = —2.

Dalsie ¢isla priamo doplnit nevieme, ale mdZeme si pomoct nezndmou a rovnicou.
Ak napr. ¢islo v prvom poli¢ku v trefom riadku oznacime x, tak podla prvej podmienky
bude v tretom policku v tom istom riadku —z — 2.


http://skmo.sk
http://skmo.sk/kontakt.php
http://skmo.sk/dokument.php?id=429

10

Podla druhej podmienky dostavame

44+10—2z—-2=8+10+ z,
2
r = —3.

|
|
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Po dosadeni vieme doplnit aj zvysné ¢isla v druhom riadku a dostavame nasledujtce
jednoznacné riesenie:

4 12 8
1 10 9
-3 -2 1

Ndvrh hodnotenia. Po 1 bode za doplnenie hodnét 12 a —2; 3 body za zostavenie a vyrieSenie rovnice;
1 bod za doplnenie zvys$nych cisel.

RieSenie pomocou rovnice nie je nevyhnutné, da sa odhalit napr. postupnym skdsanim a vysvet-
lenim, Ze tloha viac rieSseni nema. Naopak, oznacenim viacerych cisel z prazdnych policok nezndmymi
mozno ulohu riesit pomocou viacerych rovnic o viacerych nezndmych. Navrhované hodnotenie prispo-
sobte ziackemu rieSeniu vzhladom na jeho uplnost a kvalitu komentéara.

2. Pat scital vsetky stvorciferné cisla, z ktorych kaZdé obsahovalo vsetky cifry 1, 2, 3 a 4,
a dospel k siuctu 58 126. Mat mu potuvrdil, Ze pocital sprdavne, ale Ze zabudol pripocitat
dve z uvazZovanych cisel. Zistite, na ktorée cisla Pat zabudol. (Libuse Hozova)
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Riesenie. Vsetkych stvorcifernych cisel obsahujtcich vSetky uvedené cifry je 24:

1234 1243 1324 1342 1423 1432
2134 2143 2314 2341 2413 2431
3124 3142 3214 3241 3412 3421
4123 4132 4213 4231 4312 4321

Medzi tymito 24 ¢islami sa na kazdom mieste opakuje kazda zo 4 cifier prave 6-krat
(6-4 = 24). Sucet vSetkych cifier ako na mieste jednotiek, tak na mieste desiatok,
stoviek aj tisicok je rovny

6-(1+2+3+4)=060.

Sucet vsetkych uvedenych cisel je preto rovny
60 4 10 - 60 4 100 - 60 4+ 1 000 - 60 = 66 660.

KedZze Patovi povodne vyslo 58 126, musi byt sucet dvoch chybajicich s¢itancov

rovny
66 660 — 58 126 = 8 534.

Kedze vsetky ¢isla pozostavaji z cifier mensich ako 5, nedochddza pri séitani ktorych-
kolvek dvoch nikde k prechodu cez desiatku. Cifry na jednotlivych miestach ¢isla 8 534
mozno preto ziskat nasledovne:
e 8=4+4,
e 5 =2+ 3 (moznost 1+ 4 vylucujeme, kedZe potom by jeden zo s¢itancov mal na
dvoch miestach 4),
e J=1+4+2,
e 4 =1+ 3 (moznost 2 4 2 vylucujeme, kedZe potom by jeden zo s¢itancov mal na
dvoch miestach 2).

Cislo 8 534 mozno vyjadrit jedine ako sucet ¢isel 4213 a 4321. A to st prave &isla,
na ktoré Pat pévodne zabudol.

Navrh hodnotenia. 3 body za urcenie spravneho suctu 66 660; 1 bod za urcenie rozdielu 8 534; 2 body
za urcenie povodne chybajicich ¢isel 4213 a 4321.

Poznamky. Pocet vSetkych stvorcifernych ¢isel obsahujicich styri rozne cifry je rovny poctu vsetkych
permutéacii stvorprvkovej mnoziny, a tych je 4-3-2-1 = 24.

Celkovy spravny sucet mozno odvodit aj zoskupovanim vhodnych séitancov: napr. stcet kazdého
¢isla s ¢islom napisanym opaéne je vzdy 5555 (napr. 123444321 = 5555) a takych dvojic je zrejme 12;
stiCet vsetkych uvazovanych cisel teda je 12 - 5555 = 66 660.

3. Vedci pustali do bludiska potkany a sledovali, ¢i sa dostant do ciela. Zistili, Ze
ciernych potkanov doslo do ciela 56 %, bielych 84 %. V cieli bol pomer poctu iernych
a bielych potkanov 1 : 2. Aky bol pomer poctu ciernych a bielych potkanov na Starte?

(Michaela Petrova)

Riesenie. Pocet ¢iernych potkanov na Starte oznacime x, pocet bielych potkanov na
Starte oznac¢ime y. Do ciela tak doslo 0,56x ¢iernych potkanov a 0,84y bielych potkanov
a podla zadania je 0,562 : 0,84y = 1 : 2. Potrebujeme zistit pomer x : y.
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Predchédzajicu rovnost mozeme zapisat ako

0,56z 1
0,84y 2’
¢o je ekvivalentné s
1 84 42 3
y 2 56 56 4

Pomer ciernych a bielych potkanov na sStarte bol 3 : 4.

Ndavrh hodnotenia. 3 body za odvodenie ivodnej rovnosti alebo podobného vztahu; 3 body za vyjadrenie
pomeru T : y.

4. Na usecke PQ je jednou stranou poloZeny stvorec MNOP, pozri obrazok. Priam-
ka PQ sa postupne preklapa po strandch stvorca M NOP, pricom bod () zanechdava na
papieri stopu. Po prvom preklopent je tdto stopa dlha 5cm, po piatich preklopeniach
bod Q splynie s jednym z vrcholov Stvorca. Urcte dizku celej stopy bodu Q.

(Vojtéch Zadnik)

RiesSenie. Pri kazdom preklopeni opisuje bod @ stvrtkruznicu so stredom v niektorom
z vrcholov §tvorca a s polomerom, ktory sa postupne zmensuje o dizku strany §tvorca.
Aby bod Q po piatich preklopeniach splynul s niektorym vrcholom $tvorca, musi byt
usecka M Q) piafnasobkom strany Stvorca.



Dlzky stvrtkruznic st v rovnakjch pomeroch ako ich polomery. Pritom polomery
vSetkych Stvrtkruznic st celoéiselnymi nasobkami polomeru najmensej (piatej) stvrt-
kruznice. Ak jej dizku oznacime d, tak stcet dizok vsetkych piatich stvrtkruznic je

d+2d + 3d + 4d + 5d = 15d, (1)

¢o je trojnasobok dlzky najvicsej (prvej) Stvrtkruznice. Zo zadania vieme, Ze prva
Stvrtkruznice je dlha 5cm. Sucet (1), teda dlzka stopy opisanej bodom @, je

3-5=15(cm).

Ndavrh hodnotenia. 2 body za urlenie M@ ako pitnasobku strany Stvorca; 2 body za vyjadrenie
sacétu (1); 2 body za dorieSenie a vyjadrenie v cm.

Pozndmka. Vyjadrenie d pomocou dizky strany $tvorca, ozn. a, je d = %7‘(0,. Stcet (1) potom moze byt
napisany takto:

1 15 5
§7ra'(1+2+3+4+5):?Wa:3-§7ra.

Na urdenie su¢tu v cm nepotrebujeme poznat ani a, ani d.
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