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66. ro¢nik Matematickej olympiady
2016/2017 Riesenia tloh domaceho kola kategorie C

1. Dokdzte, Ze pre lubovolné redlne c¢islo a plati nerovnost

1
24— - > 1.
a +a2—a+1:a+

Urcte, kedy nastava rovnost. (Jaroslav Svréek)

RiesSenie. Zadana nerovnost patri do velkej skupiny nerovnosti, ktoré mozno dokazovat
(Gasto opakovanym) vyuzitim poznatku, Ze druhd mocnina akéhokolvek redlneho ¢isla
je nezaporna. Na jeho zéklade overime najskor, Ze menovatel a® — a + 1 zlomku, ktory
je v danej nerovnosti zastipeny, je vzdy kladny. Po tprave dvojélena a? — a, ktorej
hovorime doplnenie na stvorec, totiz dostaneme

1 3 1\2 3 3
2 2
a a—+ a a+4+4 a2+4_4>
Menovatel a®> — a + 1 je teda kladny, a ked nim obe strany dokazovanej nerovnosti
vynésobime, dostaneme ekvivalentni nerovnost

a*(a* —a+1)+1=(a+1)(a* —a+1).
Po roznésobeni a zlaéeni rovnakych mocnin a déjdeme k nerovnosti
a* —2a® +a*> 20,

ktora vsak plati, pretoze jej lava strana méa rozklad a?(a — 1)? s nezdpornymi ¢initelmi
a? a (a — 1)% - opit uéinkuje poznatok spomenuty v tivode riesenia. Tym je povodna
nerovnost pre kazdé realne ¢islo a dokézana.

Zaroven sme zistili, Ze rovnost vo vyslednej, a teda aj v povodnej nerovnosti nastane

prave vtedy, ked plati a?(a — 1)? = 0, teda jedine vtedy, ked a = 0 alebo a = 1.
Iné rieSenie. Dani nerovnost mozeme prepisat na tvar

1

2
_ 1) =
(a® —a+ )+a2—a—i—1

1
>92, dze u+ - =2,
u
pricom u = a? — a + 1. Je dobre zname, ze posledné nerovnost plati pre kazdé kladné
realne ¢islo u a Ze prechadza v rovnost jedine pre u = 1. Vyplyva to (opidt v désledku
nezapornosti kazdej druhej mocniny) bud priamo z vyjadrenia

u—f—%: (\/_—%>2+2,

alebo volbou = = u a y = 1/u vo vSeobecnejSej preslavenej nerovnosti %(m +vy) = /Ty
medzi aritmetickym a geometrickym priemerom Iubovolnych dvoch nezapornich ¢isel x
a 1y, ktoré sama je dosledkom obdobného vyjadrenia rozdielu oboch doty¢nych priemerov

(Ve —vy)’ zo0.
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Tak ¢ onak sta¢i na dokaz povodnej nerovnosti overit, ze vyraz u = a®> —a + 1 je
kladny pre kazdé redlne ¢islo a. To mozno spravit rovnako ako v prvom rieseni, alebo
prepisat nerovnost a? —a + 1 > 0 na tvar

ala—1) > -1

a spravit kratku diskusiu: Posledna nerovnost plati ako pre kazdé a = 1, tak pre kazdé
a < 0, lebo v oboch pripadoch mame dokonca a(a — 1) = 0; pre zvy$né hodnoty a,
teda pre a € (0,1), je st¢in a(a — 1) sice zaporny, avSak uréite viacsi ako —1, pretoze
oba ¢initele a, a — 1 maju absolitnu hodnotu mensiu ako 1. Prepisand nerovnost je
tak dokazana pre kazdé realne ¢islo a, a tym je podmienka pre pouzitie nerovnosti u +
+1/u = 2 pre u = a® + a + 1 overena.
Ako sme uz uviedli, rovnost u + 1/u = 2 nastane jedine pre u = 1. Pre rovnost
v nerovnosti zo zadania tilohy tak dostdvame podmienku a? —a+1 = 1, ¢ize a(a—1) =
= 0, ¢o je splnené iba pre a = 0 a pre a = 1.
NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dokéazte, ze pre lubovolné redlne ¢isla x, y a z platia nerovnosti
a) 2zyz < 2? +y?22, b) (2% —y?)? 2 day(x — y)*.
0) P~ L= (z—y2)?,b) L- P =(a—y)]
N2. Dokazte, ze pre lubovolné kladné ¢isla a, b plati nerovnost a/b? + b/a? > 1/a + 1/b.
[Vynasobte a?b?, vydelte a + b a upravte na (a — b)? = 0.]
D1. Pouzitim nerovnosti u + 1/u = 2 (Vu > 0) dokézte, ze pre Tubovolné kladné &islo a

plati
2 2
a“+3 2a° +1
a) ——— > 2, b) —— > 1.
)\/a2—|—2 ) b) 402 + 1

[Volte u = va2? + 2 v pripade a), u = v4a? + 1 v pripade b) a v oboch pripadoch
vyuzite, ze u # 1.]
D2. Dokézte, ze pre Iubovolné kladné ¢isla a, b, ¢, d plati

ac bd) ~
[L=(b/c+c/b)+ (a/d+d/a) =2+ 2 =4]

D3. Dokézte, ze pre Iubovolné &isla a, b z intervalu (1, 00) plati nerovnost

(@ +1)2+1)—(a—1)2(b-1)224

(ab+cd)(i + i) > 4.

a zistite, kedy nastane rovnost. [59-C-II-2]
D4. Najdite vietky realne &isla x a y, pre ktoré vyraz 2z2 + y? — 2zy + 2z + 4 nadobuda
svoju najmensiu hodnotu. [65-C-I-3, Cast a)]

2. Najdite najvicsie prirodzené éislo d, ktoré ma ti vlastnost, Ze pre lubovolné priro-
dzené cislo n je hodnota vyrazu

V(n) =n*+11n% — 12
delitelna cislom d. (Ales Kobza)

RieSenie. Vypocitajme najskér hodnoty V(n) pre niekolko najmensich prirodzenych
¢isel n a ich rozklady na suéin prvodcisel zapiSme do tabulky:
n V(n)
1 0
2 48 =2%.3
3 168=2%.3.7
4 420=2%-3-5-7




Z toho vidime, Ze hladany delitel d vetkych &isel V (n) musi byt delitelom ¢isla 22 -3 =
= 12, spliia teda nerovnost d < 12. Preto ak ukazeme, Ze &islo d = 12 zadaniu vyhovuje,
t.j. ze V(n) je nasobkom ¢isla 12 pre kaZdé prirodzené n, budeme s rieSenim hotovi.
Uprava
V(n) =n* +11n? — 12 = (12n* — 12) + (n* — n?),

pri ktorej sme z vyrazu V(n) ,vyclenili“ dvojélen 12n2 — 12, ktory je zrejmym ndsobkom
¢isla 12, redukuje nasu ulohu na overenie delitelnosti ¢islom 12 (teda delitelnosti ¢islami
3 a 4) dvojclena n* — n?. Vyuzijeme na to jeho rozklad

n* —n?=n?(n®—1) = (n— )n(n +1).

Pre kazdé celé n je tak vyraz n* — n? urcite delitelny tromi (také je totiz jedno z troch

po sebe iducich celych ¢éisel n — 1, n, n + 1) a stcasne aj delitelny Styrmi (zarucuje to
v pripade parneho n &nitel n?, v pripade neparneho n dva parne ¢initele n —1 an+1).

Dodajme, zZe delitelnost vyrazu V(n) ¢islom 12 mozno dokazat aj inymi spdsobmi,
napriklad méZzeme vyuzit rozklad

V(n) =n*4+11n* — 12 = (n® + 12)(n* — 1)

alebo prejst k dvojélenu n* 4+ 11n? a podobne.

Odpoved. Hladané ¢islo d je rovné 12.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dokéazte, ze v nekoneénom rade cisel

1-2-3,2-3-4,3-4-5,4-5-6, ...,

je ¢islo prvé delitelom vsetkych &isel dalsich. [Vyuzite to, ze z dvoch, resp. troch po
sebe iducich ¢isel je vzdy niektoré éislo delitelné dvoma, resp. troma.]

N2. Najdite vsetky celé d > 1, pri ktorych hodnoty vyrazov U(n) = n3 + 17n? — 1
a V(n) = n3 +4n? + 12 davaji po deleni &islom d rovnaké zvysky, nech je celé ¢islo n
zvolené akokolvek. [Vyhovuje jedine d = 13. Hladané d su prave tie, ktoré delia rozdiel
U(n) —V(n) = 13n? — 13 = 13(n — 1)(n + 1) pre kazdé celé n. Aby sme ukézali,
ze (zrejme vyhovujtce) d = 13 je jediné, dosadme do rozdielu U(n) — V(n) hodnotu
n = d: ¢islo d je s ¢islami d — 1 a d + 1 nesudelitelné, takze deli stcin 13(d — 1)(d 4+ 1)
jedine vtedy, ked deli ¢initel 13, teda ked d = 13.]

D1. Pre ktoré prirodzené ¢isla n nie je vyraz V(n) = n* + 11n? — 12 nasobkom 6smich?
[Vyraz V(n) = (n—1)(n+1)(n?+12) je urcite ndsobkom 6smich v pripade neparneho n,
lebo n — 1 a n + 1 stt dve po sebe idlce parne ¢isla, takze jedno z nich je delitelné
Styrmi, a sGéin oboch je tak ndsobkom 6smich. Kedze pre parne n je saéin (n—1)(n+1)
neparny, hladdme prave tie n tvaru n = 2k, pre ktoré nie je delitelny 6ésmimi vyraz
n? 4+ 12 = 4(k? 4 3), ¢o nastane prave vtedy, ked k je parne. Hladané n st teda prave
tie, ktoré st delitelné Styrmi.]

D2. Dokézte, ze pre fubovolné celé &isla n a k vicsie ako 1 je &islo nF1t2 — n* delitelné
dvanastimi. [59-C-II-1]

D3. Dokézte, ze vyrazy 23x + y, 192 + 3y su delitelné ¢islom 50 pre rovnaké dvojice
prirodzenych ¢isel z, y. [60-C-1-2]

D4. Uréte vsetky celé ¢isla n, pre ktoré 2n® — 3n? + n + 3 je prvoéislo. [62-C-1-5]

D5. Dokazte, ze pre kazdé neparne prirodzené &islo n je stéet n* 4+ 2n? + 2013 deliteny
¢islom 96. [63—-C—I-5]



3. Pita vysky z vrcholu C' v trojuholniku ABC' deli stranu AB v pomere 1 : 2. DokadZzte,
Ze pri zvycajnom oznaceni dizok strdan trojuholnika ABC plati nerovnost

3la —b|] < c.

(Jaroslav Svréek)

RieSenie. Pidta D uvazovanej vysky je podla zadania tym vnatornym bodom
strany AB, pre ktory plati |[AD| = 2|BD| alebo |BD| = 2|AD|. Obe moznosti
s znazornené na obr.1 s popisom dlZok stran AC, BC a oboch tsekov rozdelenej

strany AB.
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Obr. 1

Pytagorova veta pre pravouhlé trojuholniky ACD a BCD vedie k dvojakému
vyjadreniu druhej mocniny spolo¢nej odvesny C' D, pri¢om v situacii nalavo dostaneme

[CD? =b* — (5¢)* = a® — (5¢)%,

odkial po jednoduchej tiprave poslednej rovnosti dostaneme vzfah
3(b% — a®) = .

Pre druht situaciu vychadza analogicky
3(a® — b?) = 2.

Zéavery pre obe moznosti mozno zapisat jednotne ako rovnost s absolitnou hodnotou
3la? — b?| = 2.

Ak pouzijeme rozklad |a? — b?| = |a — b|(a + b) a nerovnost ¢ < a + b (ktort
ako je zndme spliaju dizky stran kazdého trojuholnika ABC), dostaneme z odvodenej
rovnosti

3la — ble < 3|la — b|(a + b) = 2,

odkial po vydeleni kladnou hodnotou ¢ dostaneme 3|a — b| < ¢, ako sme mali dokazat.

Zdoraznime, ze nerovnost 3|a—blc < 3|a—b|(a+b) sme spravne zapisali ako ostri —
v pripade a = b by sice presla na rovnost, avSak podla ndsho odvodenia by potom platilo
¢? =0, ¢o odporuje tomu, Ze sa jedna o dlzku strany trojuholnika.

Iné riesenie. Nerovnost, ktortt méame dokézat, mozno po vydeleni tromi zapisat bez
absolitnej hodnoty ako dvojicu nerovnosti

1 1
—§c<a—b<§c.

4



Opit ako v povodnom rieseni rozlisime dve moznosti pre polohu péty D uvaZzovanej
vysky a ukaZzeme, Ze vypisani dvojicu nerovnosti mozno upresnit na tvar

—%c<a—b<0, respektive 0 <a—0b< %c,

podla toho, ¢i nastéva situacia z lavej ¢i pravej casti obr. 1.

Pre situaciu z obr. 1 nalavo prepiSeme avizované nerovnosti —%c <a—b<0ako
a<b<a+ %c a odvodime ich z pomocného trojuholnika AC'E, pricom F je stred
tse¢ky AD, takze body D a E delia stranu AB na tri zhodné tseky dizky %c.

Obr. 2

V obr.2 sme rovno vyznadili, ze tsetka EC mé dlzku a ako tsecka BC, a to
v dosledku zhodnosti trojuholnikov BCD a ECD podla vety sus. Preto je prava
z nerovnosti a < b < a + %c porovnanim dlzok stran trojuholnika ACE, ktoré méa
vSeobecnil platnost.

Lava nerovnost a < b odvodime z druhého vSeobecného poznatku, ze totiz v kaz-
dom trojuholniku oproti vicsiemu vnutornému uhlu leZi dlhsia strana. Stac¢i ndm teda
zdovodnit, pre¢o pre uhly vyznacené na obr.2 plati |[{CAFE| < |{AEC]|. To je vsak
jednoduché: zatial ¢o uhol CAFE je vdaka pravouhlému trojuholniku AC' D ostry, uhol
AEC je naopak tupy, pretoze k nemu vedlajsi uhol CED je ostry vdaka pravouhlému
trojuholniku CED.

Pre pripad situécie z obr. 1 napravo mozno predchadzajici postup zopakovat s no-
vym bodom F, tentoraz stredom tusecky BD. MéZzeme vSak vdaka stimernosti podla
osi AB konstatovat, Ze z dokdzanych nerovnosti —%c < a — b < 0 pre situaciu nalavo
vyplyvaji nerovnosti —%c < b — a < 0 pre situaciu napravo, z ktorych po vynasobeni
¢islom —1 dostaneme prave nerovnosti 0 < a —b < %c, ktoré sme mali v druhej situacii
dokazat.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Pripomerite si, ktoré nerovnosti splfiaji medzi sebou dizky stran Iubovolného troj-
uholnika (a ktorym preto hovorime trojuholnikové). Z nich potom odvodte zname
pravidlo o < 8 = a < b o porovnani velkosti vntatornych uhlov a dizok protilahljch
stran v fubovolnom trojuholniku ABC. [Ak je o < 3, mdzeme najst vnutorny bod X
strany AC, pre ktory plati |[{ ABX| = a, a teda |AX| = | BX|, takze z trojuholnikovej
nerovnosti |[BC| < |BX| + |XC| uz vyplyva a < b.]

N2. Ak je D vnutorny bod usecky AB, tak pre kazdy bod X kolmice vedenej bodom D na
priamku AB m4 vyraz |AX|? —|BX|? ti istd hodnotu (rovnt hodnote |AD|? —|BD|?).
Dokazte. [Pouzite Pytagorovu vetu pre trojuholniky ADX a BDX ]

D1. Odvodte nerovnost, ktord je zovseobecnenim nerovnosti zo zadania sitaznej ulohy
pre pripad, ked pita vysky z vrcholu C trojuholnika ABC rozdeluje jeho stranu AB
v pomere 1 : p, pricom p je dané kladné &islo rozne od 1. [(p+ 1)|a — b| < |p — 1|c.]

D2. Pre kazdy bod M vnutri daného rovnostranného trojuholnika ABC' ozna¢me Mg, My,
M. jeho kolmé priemety postupne na strany BC, AC, AB. Dokazte rovnost |AM,| +
+ |BMc|+ |CMg| = |AM.| + |BMg| 4+ |CMp|. [Najskor trikrat pouzite vysledok tlohy
N2 s bodom X = M a z toho vyplyvajtce vyjadrenia rozdielov |AM|? — |BM]|?,
|IBM|? — |CM|?, |CM|? — |AM|? jednotlivo upravte a potom séitajte.]



4. Ndjdite vietky trojcleny P(x) = ax® + bx + ¢ s celociselnymi koeficientmi a, b, c, pre
ktoré plati P(1) < P(2) < P(3) a zdroven
) 2

(P(1)* + (P(2))* + (P(3))* = 22.
(Tomas Jurik)

Riesenie. Kedze a, b, ¢ st podla zadania celé ¢isla, st také aj hodnoty P(1), P(2)
a P(3). Ich druhé mocniny, ¢ize ¢isla P(1)%, P(2)? a P(3)?, st preto druhymi mocninami
celych ¢isel, teda tri (nie nutne rozne) ¢isla z mnoziny {0, 1,4,9,16,25,...}. Ich sicet je
podla zadania rovny 22, takZe kazdy z troch séitancov je mensi ako Sieste mozné ¢islo 25.
Akymi sposobmi mozno vobec zostavif siucet 22 z troch ¢isel vybranych z mnoziny
{0,1,4,9,161?

Systematickym rozborom rychlo zistime, Ze rozklad ¢isla 22 na stcet troch druhych
mocnin je (az na poradie s¢itancov) iba jeden, a to 22 = 44-9+9. Dve z ¢isel P(1), P(2)
a P(3) maju teda absolitnu hodnotu 3 a tretie 2, a kedze P(1) < P(2) < P(3), musi
nutne platit P(1) = —3, P(3) = 3 a P(2) € {—2,2}. Pre kazda z oboch vyhovujucich
trojic
urc¢ime koeficienty a, b, ¢ prislusného trojélena P(x) tak, Ze ndjdené hodnoty dosadime
do pravych stran rovnic

a+b+c=P(1),
da+2b+c = P(2),
9a +3b+c= P(3)

a vyslednu ststavu troch rovnic s nezndmymi a, b, ¢ vyriesime. Tento jednoduchy
vypocet tu vynechdme, v oboch pripadoch vyjda celoéiselné trojice (a,b,c), ktoré
zapiseme rovno ako koeficienty trojclenov, ktoré si jedinymi dvoma rieSeniami danej
ulohy:

Pi(z) =22% —5x a Py(x)= 22>+ 11z — 12.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Urcte vsetky dvojéleny P(z) = ax + b, pre ktoré plati P(2) = 3 a P(3) = 2. [Jediny
dvojélen P(z) = 5 — x, pretoze sustava rovnic 2a +b = P(2) =3,3a+ b= P(3) =2
ma jediné rieSenie a = —1 a b = 5. ]

N2. Uréte vsetky trojéleny P(x) = ax? + bz + c, pre ktoré plati P(1) = 4, P(2) =
a P(3) = 18. [Jediny trojélen P(x) = 2x? — 2 + 3, pretoze ststava rovnic a +b+c =
4a+2b+c =9, 9a + 3b+ ¢ = 18 m4 jediné rieSenie a = 2, b = —1, ¢ = 3]

N3. Uréte vSetky dvojéleny P(z) = az+b s celoéiselnymi koeﬁcientmi a a b, pre ktoré plati
P(1) < P(2) a P(1)2 + P(2)? = 5. [Vyhovuju prave styri dvojéleny = +0, 3z — 4, x — 3
a 3z — 5. Cislo 5 sa da zapisat jedinym sposobom ako stiéet dvoch druhych mocnin
celych ¢isel, ked neberieme ohlad na poradie séitancov, a to 5 = (£1)2 + (£2)2. Preto
éisla P(1) < P(2) tvoria jednu z dvojic (1,2), (—1,2), (—2,—1), (—2,1); pre kazdu
z nich vypoditajte koeficienty a, b postupom k tlohe N1.]

D1. Pre ktoré trojéleny P(z) = ax? + bx + ¢ plati rovnost P(4) = P(1) — 3P(2) + 3P(3)?
[Pre vSetky. Presvedcte sa dosadenim, Ze obe strany dotyénej rovnosti s rovné 16a +
+4b + ¢

D2. Koeficienty a, b, c trojélena P(z) = ax? + bx + ¢ st reélne ¢isla, pritom kazda z troch
jeho hodnét P(l), P(2) a P(3) je celym ¢islom. Vyplyva z toho, ze aj &isla a, b, ¢
su celé, alebo je nutne cele aspon niektoré z nich (ktore)‘7 [Nevyplyva uvazte prlklad
trOJclena P(z) = lm + x +1:z vyJadrenla, P(z) = ﬂc(m + 1) + 1 vyplyva, ze P(x)
je celym cislom pre kazde celé z, pretoze suéin x(x + 1) je vtedy delitelny dvoma. Vo
vSeobecnej situacii je iba koeﬁcient c nutne celé cislo; vyplyva to z vyjadrenia ¢ =
= P(0) =3P(1) —3P(2) + P(3).]



5. V danom trojuholniku ABC' zvolme vnitri strany AC body K, M a vnitri strany BC
body L, N tak, Ze

AK| = |[KM| = |MC|, |BL| = |LN| = |NC|.

Dalej oznacme E priesecnik uhlopriecok lichobeinika ABLK, F priesecnik uhloprie-
cok lichobeznika KLNM a G priesecnik uhlopriecok lichobeznika ABN M. DokdZzte,
Ze body E, F' a G leZia na taZnici trojuholnika ABC z wvrcholu C a uréte pomer
|GF|: |EF]|. (Sdrka Gergelitsova)

Riesenie. Pred samotnym rieSenim odvodime dolezité vlastnosti vSeobecného lichobez-
nika RSTU: Ak oznacime X a 'Y postupne stredy zakladni RS a TU, tak na tsecke XY
lezi priesecnik P uhlopriecok RT a SU, a to tak, ze |PX| : |PY| = |RS| : |TU|. Na
priamke XY lexi tiez prieseénik Q predlzenych ramien RU a ST, a to tak, Ze |QX]| :
1 |QY| = |RS| : |TU]| (obr. 3).

Obr. 3

Napriek tomu, Ze sa podla obrazka zd4, Ze bod P na tsecke XY naozaj lezi, musime
tento poznatok dokdzat, teda odvodif argumentaciou nezavislou na presnosti nasho
rysovania. Na to urcite sta¢i preukazat, ze obe tisecky PX, PY zvieraju s priamkou RT
zhodné uhly (na obrazku vyznacené otaznikmi). VSimnime si, Ze tieto usecky su tazni-
cami trojuholnikov RSP a TU P, ktoré sa zhoduju vo vntutornych uhloch (vyznacenych
obluc¢ikmi) pri rovnobeznych strandch RS a TU, takZe sa jedna o trojuholniky podobné,
a to s koeficientom k = |TU|/|RS|. Ako vieme (aloha N2), s rovnakym koeficientom
plati aj podobnost ,,polovic“ tychto trojuholnikov vytatych ich faznicami, presnejsie
podobnost RXP ~ TY P. Z nej uz zelanad zhodnost uhlov RPX a TPY aj zelana
rovnost |PY| = k|PX| (vdaka rovnakému koeficientu) vyplyva. VSetko o bode P je tak
dokézané; podobne sa overia aj obe vlastnosti bodu () — ukaze sa, ze tsecky QX a QY
zvieraji ten isty uhol s priamkou RQ a ich dizky st zviazané rovnostou |QY| = k|QX|,
a to vdaka tomu, ze QX a QY su taznice v dvoch navzijom podobnych trojuholnikoch
RSQ aUTQ.

Dokézané vlastnosti vSeobecného lichobeznika nam umoznia celkom lahko vyriesit
zadanu ulohu. Situacia je znazornena na obr. 4. Okrem pomenovanych bodov sme tam
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eSte oznadili S, So, S3 stredy tseciek AB, KL a M N. KedZe trojuholniky ABC, KLC

/

A S B
Obr. 4

a MNC st navzajom podobné (podla vety sus), plati |AB| : |KL|: |[MN| = |AC| :
: |[KC| : |[MC|] = 3 : 2 : 1. Podla zhodnych vnatornych uhlov spomenutych troch
trojuholnikov plati tiez AB || KL || MN. Stvoruholniky ABLK, KLNM a ABNM
tak st naozaj lichobezniky (ako je prezradené v zadani) so zakladiiami AB, KL a M N,
ktorych dlzky st v uz odvodenom pomere 3 : 2 : 1. Navyse predizené ramena vietkych
troch lichobeznikov sa pretinaju v bode C, ktorym preto podla dokézanej vlastnosti
prechddzaju priamky 57152, S253 (a S1.53), takZze sa jedna o jednu priamku, na ktorej
body Si, S2, S3 a C lezia v uvedenom poradi tak, ze |S1C| : |S2C| : |[S3C| =3:2: 1.
Z toho vyplyva |S152| = |S253] (= |95C|), takze bod Ss je stredom tsecky S1Ss.
Na nej (opiit podla dokédzaného tvrdenia) lezia aj body E, F' a G, pri¢om pre bod E
medzi bodmi Sy, Sy plati |ESy| : |ESz| = 3 : 2, pre bod F' medzi bodmi Sy, S3 plati
|F'Sa| : |[F'S3| = 2 : 1 a napokon pre bod G medzi bodmi Sy, S5 plati |GS1| : |GS3| =
= 3 : 1. Tieto delenia troch tisec¢iek sme znazornili na obr. 5, kam sme zapisali aj dlzky
vzniknutych tsekov pri volbe jednotky 1 = |S1 52| = |S253]| (pri ktorej |S1.53] = 2).

S1 2 E%*S:Z
i S
I
L | , !
St s G 1 S
2
Obr. 5

Kedze
|51F’ = |SlS2| + ‘S2F| =1+ % = g > % = ’SlGl,

plati |GF| = |S1F| - [$1G| = 2 — 3 = ¢, ¢o spolu s rovnostou |EF| = |ES;| + |92 F| =
= % + % = % uz vedie k uréeniu hladaného pomeru

<l

. _ 1,16 __ .
IGF|: |EF|=1:16 —5.32
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NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

Zopakujte si, ¢o viete o podobnosti dvoch trojuholnikov z uciva zakladnej skoly: Po-
dobnost AA;B1C1 ~ AA2B2C> s koeficientom k znamena, ze pre zvycajne oznacené
dlzky stran a velkosti vnatornych uhlov oboch trojuholnikov platia rovnosti as = ka1,
ba = kb1, c2 = kc1, a2 = a1, B2 = Bi1, 2 = 1. Stadi na to, aby platilo (i) a2 :
:by i ca = a1 : by cr (veta sss) alebo (ii) ae = a1 a B2 = B1 (veta uu) alebo (iii)
a2 1 a1 =by : by ay2 =1 (veta sus).

Nech A1B1C1 a A2BsC2 st lubovolné dva podobné trojuholniky (AA1B1C1 ~
~ AAyB2C2). Oznaéme Si, S2 postupne stredy strdn AjBi, AzBz. Dokéizte po-
dobnost AA151C1 ~ AA3S2C2 a dokézte, ze ma rovnaky koeficient ako povodna po-
dobnost AA1B1Cy1 ~ AAaBsCa. [Podobnost AA1S1C1 ~ AAS2C> plati vdaka vete

sus, pretoze vnutorné uhly oboch trojuholnikov pri vrcholoch A, A2 st zhodné a pre
dizky strén, ktoré ich zvieraju, plati [A2Ss| : [A1S1| = (%|A232|) : (%|A131|) =

= |A2B2| : |A1B1] = |A2C2| : |A1C1|. Predpokladand aj dokdzand podobnost maja
taky isty koeficient k = |A2B2|/|A1B1].]
Dokazte, ze lubovolnéd spojnica ramien daného lichobeznika ABC D, ktora je rovno-
bezna s jeho zakladiiami AB || CD, je tsecka, ktorej stred lezi na spojnici stredov
oboch zékladni. Potom dokéazte, ze prieseénik uhlopriecok P je stredom tej zo spome-
nutych spojnic ramien, ktora tymto prieseénikom prechidza. [Pouzite najskor vysledok
ulohy N2 pre podobné trojuholniky so spoloénym vrcholom, ktorym je priesecnik
predlzenych ramien, a protilahlymi stranami, ktorymi st jednak zakladia lichobeznika,
jednak uvazovana spojnica ramien. Na dokaz vlastnosti priesecnika P oznacte E €
€ BC, F € AD krajné body prisluchajiicej spojnice ramien a vyuzite to, Ze podobnost
trojuholnikov APF, ACD méa taky isty koeficient ako podobnost trojuholnikov BEP,
BCD.]
Vnutri stran AB, AC daného trojuholnika ABC' st zvolené postupne body E, F,
pricom EF || BC. Use¢ka EF je potom rozdelena bodom D tak, Ze plati p = |ED| :
:|DF| = |BE|: |EA]|.

a) Ukazte, Ze pomer obsahov trojuholnikov ABC a ABD je pre p = 2 : 3 rovnaky

ako pre p = 3: 2.
b) Zdévodnite, pre¢o pomer obsahov trojuholnikov ABC a ABD m4 hodnotu as-
poni 4. [65-C—1-4]

Ozna¢me E stred zékladne AB lichobeznika ABCD, v ktorom plati |[AB]| : |CD| =
= 3:1. Uhlopriecka AC pretina tsec¢ky ED, BD postupne v bodoch F, G. Urcte
postupny pomer |AF|: |FG|: |GC|. [64-C-1-4]

6.

a) Marienka rozmiestni do vrcholov pravidelného osemuholnika rézne pocty od

b)

jedného po osem cukrikov. Peter si potom moze vybrat, ktoré tri kopky cukrikov
da Marienke, ostatné si ponechd. Jedinou podmienkou je, Ze tieto tri kopky
leZia vo wrcholoch rovnoramenného trojuholnika. Marienka chce rozmiestnit
cukriky tak, aby ich dostala c¢o najviac, nech uz Peter trojicu vrcholov vyberie
akokolvek. Kolko ich tak Marienka zarucene ziska?

Rovnaki dlohu vyrieste aj pre pravidelny devituholnik, do ktorého vrcholov
rozmiestni Marienka 1 aZ 9 cukrikov. (Medzi rovnoramenné trojuholniky za-
radujeme aj trojuholniky rovnostranné.)

(Jaromir Simsa)

RieSenie. Marienka musi pocitat s tym, ze Peter vyberie takt trojicu vrcholov rovno-
ramenného trojuholnika, v ktorych je dokopy ¢o najmenej cukrikov. Preto je v zaujme
Marienky rozmiestnit cukriky tak, aby bol spomenuty minimalny pocet ¢o najvacsi.
a) Ukézeme najskor, ze nech Marienka rozmiestni cukriky do vrcholov pravidelného
osemuholnika v poétoch 1 az 8 akokolvek, Peter vZdy najde rovnoramenny trojuholnik,
v ktorého vrcholoch je dokopy nanajvys desat cukrikov.

Najskér si rozmyslime (pouzite napriklad obr. 6, kde st vyznacené vSetky tri typy
rovnoramennych trojuholnikov), Ze kazdé dva rézne vrcholy pravidelného osemuholnika
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st vrcholmi bud dvoch, alebo Styroch uvazovanych rovnoramennych trojuholnikov.
Rozlisime pritom, ktort zo vzdialenosti' 1, 2, 3, 4 dané dva vrcholy majt, podla toho
je pocet onych trojuholnikov postupne 2, 4, 2, 2 (overte sami). Ak teda vyberie Peter
najskor tie dva vrcholy, do ktorych Marienka rozmiestni 1 a 2 cukriky, m& potom na
vyber tretieho vrcholu aspon dve mozZnosti, takZze sa moéze vyhnat pripadnému vyberu,
ked by Marienka ziskala 1+ 2 + 8 cukrikov, a zvolit vzdy vyber, ked Marienka dostane
nanajvys 14247 = 10 cukrikov. Opisali sme teda Petrovu stratégiu, pri ktorej Marienka
neziska viac ako 10 cukrikov.

VARY,

Obr. 6 Obr. 7

V druhej c¢asti rieSenia tlohy a) poradime Marienke jedno konkrétne rozmiestne-
nie, pri ktorom 10 cukrikov zarucene ziska, nech Peter urobi vyber rovnoramenného
trojuholnika akokolvek. P6jde o rozmiestnenie, ked do jednotlivych vrcholov postupne
v jednom smere po obvode utvaru rozmiestnime 1, 3, 7, 4, 2, 5, 8 a 6 cukrikov (obr. 7).

Teraz je nutné overit, Ze sucet ¢isel pri vrcholoch kazdého rovnoramenného troj-
uholnika na obr.7 je rovny aspor 10. Pri kontrole stac¢i testovat iba sucty, ktoré su
podla dvoch najmensich s¢itancov tvaru 1+2+x, 1 +3 4+ x ¢ 2+ 3 + = (ostatné sucty
st uréite aspon 10). Z obr. 7 vidime, Ze sa jedna prave o sucty

14248 14247 14+3+7 1+3+6, 2+3+8, 2+3+6,

z ktorych ziadny nie je mensi ako 10. Marienka tak mé stratégiu, ktora jej prinasa zisk
asponl 10 cukrikov (uvedeny priklad rozmiestnenia je iba jeden z mnohych moznych).
7 prvej Casti rieSenia pritom vyplyva, ze Marienka zisk viac ako 10 cukrikov zaruceny
nema.

b) Pri rieSeni druhej tlohy uz nebudeme opakovat komentare o stratégiach Petra
a Marienky a cukriky pri vrcholoch zamenime ich poc¢tami, t.j. ¢islami.

V prvej ¢asti budeme predpokladat, Ze k vrcholom pravidelného devituholnika st
pripisané ¢isla od 1 do 9 akokolvek, a ukaZeme, Ze pre sucet s troch ¢isel pri vrcholoch
vhodného rovnoramenného trojuholnika plati s < 10.

1 Mame na mysli podet stran mnohouholnika na kratsej z oboch ciest po jeho obvode, ktoré dané dva
vrcholy spajaju.
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Obr. 8

Pri pravidelnom deviituholniku je pocet rovnoramennych trojuholnikov s danymi
dvoma vrcholmi bud rovny 1 (jedna sa o rovnostranny trojuholnik), alebo je rovny 3 —
podla ich vzdialenosti 1, 2, 3, 4 je tento pocet totiz postupne 3, 3, 1, 3 (sami overte, na
obr. 8 st vyznacené vsetky Styri typy rovnoramennych trojuholnikov). Navyse budeme
potrebovat eSte poznatok, Ze pri onych troch rovnoramennych trojuholnikoch s dvoma
pevnymi vrcholmi tvoria ich tretie vrcholy vzdy rovnostranny trojuholnik. Vyplyva to
z obr.9 pre tri situdcie, ked vzdialenost dvoch pevnych vrcholov K a L je 1, resp. 2,
resp. 4 (vSetky rovnoramenné trojuholniky K LM, st vykreslené).

K M2 K~ >SM K = S
L \Y%’ M3 .
M, My LR Ml MsE M,

Obr. 9

Teraz uz mozeme dokazat nerovnost s < 10 pri fubovolnom ocislovani vrcholov,
ako sme slubili v ivodnej vete rieSenia ¢asti b).

Ak je trojuholnik s ¢islami 1, 2, 3 rovnostranny, vyberieme ho a dostaneme dokonca
s = 14243 = 6; v opa¢nom pripade st (podla predchadzajicich ivah) ¢isla 1 a 2 alebo
¢isla 1 a 3 pri vrcholoch troch rovnoramennych trojuholnikov. Znamené to, ze potom
medzi skimanymi stétami sa tri sucty tvaru 1 4+ 2 4 x alebo tri sucty tvaru 1 + 3 + z.
Moézeme sa teda vyhnit dvom pripadnym stuc¢tom pre x = 9 a x = 8 a vybrat iba ten
zo suctov, v ktorom bude z < 7. S vynimkou jediného pripadu s = 1+ 3+ 7 = 11
dostaneme vzdy s < 10.

Keby vsak nas postup predsa len skoncil hodnotou s = 11, znamenalo by to,
ze Cisla 1 a 2 stoja pri vrcholoch rovnostranného trojuholnika (inak by sme vybrali
siet 1+ 2+ s ¢ = 7) a navySe existuju tri rovnoramenné trojuholniky so stic¢tami
1+3+7,14+3+8al1+3+9. Tieto tri trojuholniky s dvoma spolo¢nymi vrcholmi
(s ¢islami 1 a 3) vSak podla odseku ukonceného obr. 9 zarucuju, ze trojuholnik so sic¢tom
7+ 8 4+ 9 je rovnostranny, takze treti vrchol rovnostranného trojuholnika, pri ktorého
vrcholoch stoja ¢isla 1 a 2, nemoze byt Ziadne z ¢isel 7, 8, 9. Nasli sme teda rovnostranny
trojuholnik so stc¢tom s <1+2+6 =9.
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Dokéazali sme tak, ze v pripade, ked trojuholnik so stcétom 1 + 2 + 3 nie je
rovnostranny, existuje vzdy rovnoramenny trojuholnik so stuc¢tom nanajvys 10. Prva
Cast rieSenia je preto hotova.

V druhej ¢asti riesenia tlohy b) uvedieme priklad o¢islovania vrcholov pravidelného
devétuholnika (opéf jedného z mnohych), ked sicet troch ¢isel pri vrcholoch kazdého
rovnoramenného trojuholnika je aspon 10. Vrcholy v jednom smere po obvode oznacime
postupne éislami 1, 6, 4, 2,9, 5, 7, 8 a 3 (obr. 10).

Obr. 10

Aj tentoraz stac¢i otestovat sucty tvaru 1 +2+x, 1 +3+x, 2+ 3 + x, ¢o st podla
obr. 10 prave sucty

14247 14346, 1+3+8, 1+3+9, 2+3+6, 2+3+8, 2+3+09,

medzi ktorymi naozaj nie je ziadny mensi ako 10.

Odpoved. Pre obe tlohy a) a b) plati, Ze najvi¢si pocet cukrikov, ktoré Marienka moze
zarucene ziskat, je rovny 10.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

K vrcholom pravidelného sedemuholnika pripiseme ¢isla od 1 do 7 v akomkolvek poradi.
Dokazte, ze sucet troch ¢isel pri vrcholoch niektorého rovnoramenného trojuholnika je
mensi ako 9. [Uvéazte dva vrcholy X a Y s ¢islami 1 a 2 a rozborom vsetkych moznosti
overte, Ze existuji vzdy tri rovnoramenné trojuholniky XY Z s vhodnou volbou tretieho
vrcholu Z. Vyberieme z nich to Z, pri ktorom nie je ani ¢islo 7, ani ¢islo 6. Stucet ¢isel
pri vrcholoch prislusného trojuholnika XY Z je potom nanajvys 14245 = 8]
Ostane vSeobecne platné tvrdenie z tlohy N1, ked v fiom zavereéné ¢islo 9 zamenime
¢islom 87 [Nie. Pripiste vrcholom v jednom smere po obvode postupne ¢isla 1, 3, 4, 2, 5,
6 a 7. Potom suiCet troch cisel pri vrcholoch kazdého rovnoramenného trojuholnika bude
aspon 8. Uvedomte si, Zze pri overovani posledného poznatku (aj pre iné rozmiestnenie
éisel ako nami uvedené) staci overit, ze s roznostranné tie dva trojuholniky, ktoré
maju pri svojich vrcholoch trojice éisel (1,2,3) a (1,2,4).]

Kazdy vrchol pravidelného devitnastuholnika je ofarbeny jednou zo Siestich farieb.
Dokazte, ze niektory tupouhly trojuholnik ma vsSetky vrcholy ofarbené rovnakou far-
bou. [62-C-S-3]

Rozhodnite, ¢i z lubovolnych siedmich vrcholov daného pravidelného 19-uholnika
mozno vzdy vybrat Styri, ktoré st vrcholmi lichobeznika. [62-C—I-4]
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