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66. ro¢nik Matematickej olympiady
2016/2017 Riesenia tloh doméceho kola kategorie B

1. KaZdému vrcholu pravidelného 66-uholnika priradime jedno z cisel 1 alebo —1. Ku
kazdej usecke spdjajicej dva jeho vrcholy (strane ¢i uhlopriecke) potom pripiseme sucin
cisel v jej kragnych bodoch a wvsetky cisla pri jednotlivych useckdch scitame. Urcte
najmensiu mozZnu a najmensiu nezdpornu hodnotu takéhoto suctu. (Pavel Calabek)

RieSenie. Predpokladajme, Ze niektorym k vrcholom (0 < k < 66) pravidelného 66-
-uholnika je priradené ¢islo 1 a ostatnym 66 — k& vrcholom c¢islo —1. Ku kazdej tisecke
spajajucej dva vrcholy s ¢islami 1 pripiSeme podla podmienok tlohy ¢islo 1. Takych
useciek je spolu %k(k — 1). Podobne aj ku kazdej tsecke, ktorej oba krajné body maju
priradené ¢islo —1, pripiSeme ¢islo 1. Takych tseciek je spolu %(66—]{:)(65—/{:). Napokon
kazdej zo zvys$nych tsediek (a tych je k(66 — k)) pripiSeme cislo —1.

Hodnota S stétu vsSetkych ¢isel pripisanych k jednotlivym tseckam (strandm ¢i
uhloprieckam uvazovaného 66-uholnika) je teda

k(k—1) (66 — k)(65 — k)

= — k(66 — k) =
S 5 + 5 (66 — k)
=2k?> —2-66k+65-33 =
=2(k — 33)% — 33.

Vidime, ze vzdy plati S = —33, pricom rovnost zrejme nastane pre k = 33.

Teraz zistime, pre ktoré k (0 < k < 66) je splnend nerovnost S = 0. Budu to prave
tie k, pre ktoré plati |k — 33| = /33/2 > 4, takze pre nezdporné hodnoty S bude uré¢ite
platit S = 252 — 33 = 17. Rovnost nastane, ked bude |k — 33| = 5, ¢ize k € {28, 38}.

Zaver. Skimany vyraz nadobuida najmensiu hodnotu S = —33 pre k£ = 33. Najmensia
mozna nezapornad hodnota skimaného suctu je S = 17 pre kK = 28 ¢i k = 38.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Uréte najmensiu celo¢iselnti hodnotu vyrazu U = |z — /3| + /5, pri¢om z je Tubovolné
realne ¢&islo. [Najmensia celo¢iselnd hodnota vyrazu U je 3 (pre z = v/3 — /5 + 3 ¢&i
prem:\/§+\/g—3).]

N2. Uréte najmensiu hodnotu vyrazu V = 3z2 4 4z + 5, pri¢om 2 je lubovolné realne &islo,
a najdite tiez jeho najmensiu celoéiselni hodnotu. [Najmensia mozné hodnota vyrazu

V je %, je dosiahnuta pre x = —%. Najmensia celociselna hodnota skiimaného vyrazu

je V =4 a je dosiahnuta pre = —1 &z = — 1]

N3. Kazdému vrcholu pravidelného 63-uholnika priradime jedno z cisel 1 alebo —1. Ku
kazdej jeho strane pripiSeme sacin cisel v jej vrcholoch a vSetky ¢isla pri jednotli-
vych stranach sc¢itame. Najdite najmensiu mozni neziaporni hodnotu takého suctu.
[63-B-1-1]

D1. Nech pre z; € {—1,1} plati z1z2 + z223 + ... + Tp—12n + znx1 = 0. Dokazte, Ze n
je parne ¢&islo. [Kazdy z n s¢itancov v danom sucte je rovny bud 1, alebo —1. Jedna
polovica z nich musi byt preto rovna 1 a druha —1. Cislo n je teda nutne parne.]

2. Urcte vsetky dvojice (a,b) redlnych parametrov, pre ktoré md sustava rovnic

2| +y = a,
2yl — =

I
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prave tri riesenia v obore redalnych cisel, a pre kaZdu z nich tieto riesenia urcte.
(Jaroslav Svréek)

RieSenie. Namiesto bezného algebraického postupu dame prednost grafickej metéde
rieSenia danej sustavy rovnic. Za tym ucelom ju prepiSeme na tvar y = —|x| + a, z =
= 2|y| —b. Z grafov oboch tychto zavislosti medzi premennymi x a y (pri pevnych ¢islach
a a b), ktorych priklady (pre zvolené a, b) st vykreslené! na obr. 1, vidime (s ohladom
na uhly, ktoré zvieraju doty¢né polpriamky so stradnicovymi osami), Ze v pripade,
ked obe éisla a, b st nekladné, nema zadana ststava rovnic ziadne rieSenie s vynimkou
pripadu a = b = 0, ked je rieSenie jediné (x = y = 0).

yl\
=2yl —b
O —p T
a
y=—lz[+a
Obr. 1

Dalej vidime, ze v pripade a > 0, b < 0 m4 stistava nanajvys dve riesenia, rovnako
ako v pripade a < 0, b > 0.2 Napokon vo zvysnom pripade a > 0, b > 0 nie je tazké
usudit, ze ststava bude mat prave tri rieSenia jedine vtedy, ked grafy oboch zavislosti
budt mat jednu zo vzajomnych poloh znézornenych na obrazkoch 2 a 3. Na nich st

Obr. 2 Obr. 3

vyjadrené aj zodpovedajuce ¢isla a a b pomocou kladného parametra k. Tri spolo¢né

! Ked budeme menit hodnoty parametrov a a b, budt sa oba grafy postivat v smere prislusnej
sturadnicovej osi. Predstava tychto dvoch (navzajom nezavislych) pohybov nds opraviiuje k zdverom
o moznych vzajomnych polohdch oboch grafov, a dalej ich v tomto rieSeni uvadzame bez dalsieho
vysvetlovania.

2 Pre kazdy z oboch pripadov sami nakreslite situdcie, ked stistava ma 0, 1, alebo 2 riesenia.
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body oboch grafov st na oboch obrazkoch vyznacené prazdnymi kriizkami; ich stiradnice
(x,y), ktoré Tahko dopocitame, sit potom hladanymi trojicami rieeni zadanej ststavy.

Zaver. Dané ststava rovnic mé prave tri rieSenia pre kazda dvojicu parametrov (a,b) =
= (k,2k) a pre kazda dvojicu parametrov (a,b) = (k, k), pri¢om k je Tubovolné kladné
redlne ¢islo. V prvom pripade mé dané stistava riesenie (0, k), (—3k, —3k) a (4k, —3k).
V druhom pripade ma dana ststava rieSenie (—k,0), (5k, 2k) a (3k, —2k).
Iné riesenie. I ked je predchadzajuca grafickd metéda rieSenia z hladiska matematickej
exaktnosti plnohodnotnéd a podané rieSenie mozno tak opravnene hodnotif ako tplné,
uvedme pre porovnanie aj pracnejsi algebraicky postup.

Ako zvycajne sa zbavime absolutnych hodnét v zadanych rovniciach rozliSenim
styroch pripadov a v kazdom z nich zodpovedajicu stastavu dvoch linedrnych rovnic
rutinnym postupom najskor vyrieSime v celom obore R (nehladiac teda zatial na
podmienky vymedzujice dany pripad):

(1) 220,y20: x1=3%2a-0b), y=2(a+d),
(2) 20, y<0: xz3=2a+b, Yo = —a — b,
3) <0,y=20: xz3=—-2a+Db, ys = —a + b,
(4) <0, y<0: z4=3(-2a—b), ys=3z(a—Db).

Kedze jednotlivé pripady (1) — (4) sa navzajom vyluc¢uji, je naSou tlohou zistit,
pre aké dvojice (a, b) prave tri z nadjdenych dvojic (x;,y;) spliiaji prislusnii podmienku,
ktora dany pripad vymedzuje. Kvoli prehladnosti dalsieho vykladu uvedme, Ze najskor
vysvetlime, prec¢o nevyhovuju jednotlivé situacie a < 0, b <0, a =0, b = 0 (stac¢i vzdy
ukazat dva z pripadov (1) — (4), ktoré su vylucené), a potom sa budeme venovat zvysnej
situacii, ked plati @ > 0 a zaroven b > 0.

Ak je a < 0, z rovnice |z|+y = a vyplyva y < 0, ¢o vylucuje pripady (1) a (3). Ak
je b < 0, z rovnice 2|y| — x = b vyplyva x > 0, ¢o vylucuje pripady (3) a (4).

V situécii, ked a = 0, vypiSeme pre jednotlivé pripady podmienky na ¢islo b, za
ktorych dvojica (z;,y;) vymedzujucej podmienke vyhovuje:

(1): =0, (2): >0, (3):b€0, (4):b>0.

Vidime, ze stistava mé nanajvys dve rieSenia. Podobné podmienky na ¢islo a v situécii
b = 0 vyzeraju takto:

(1): az=20, (2):a>0, 3):a€ch, (4): ach,

preto aj teraz méa sustava nanajvys dve rieSenia.
V poslednej situécii, ked plati @ > 0 a b > 0, najskor vypiseme, ktoré z hodnot x;
a y; maju ,prislusné“ znamienka automaticky:

y1 >0, x0>0, 9y <0, x4<0.

(To mimochodom znamené, ze dvojica (2, y2) je vzdy rieSenim). O prislusnosti znamie-
nok ostatnych hodnét z; a y; zrejme rozhoduje, ako velké je (kladné) ¢islo b v porovnani
s (kladnymi) ¢islami a a 2a (pre ktoré plati a < 2a). Mozné porovnania teraz rozlisime
a pri kazdom z nich vypiSeme, ktoré z pripadov (1) — (4) vedu k rieSeniu:
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(i) b < a: vyhovuju pripady (1) a

~~

(iv) b= 2a: vyhovujua pripady (1),

)

)
(iii) a < b <

)

)

(2

i) b = a: vyhovuja pripady (1), (2) a (3).
(1
(2

)-

2a: vyhovuju pripady

(
) (2), (3), (4).
) a (4).

(v) 2a < b: vyhovuju pripady (2) a (4).

Zistujeme tak, Ze zadana ststava rovnic mé prave tri rieSenia jedine vtedy, ked plati
b =a > 0 alebo b = 2a > 0; vypis tychto rieSeni dostaneme zo vzorcov pre hodnoty
x; a y;. Ak dosadime b = a do prislusnych z nich, dostaneme v prvom pripade trojicu

rieseni

($1,y1) = (%a7 %a)v (xQ,yQ) = (3&7 —2(1), (x37y3) = (—CL,O);

pre druhy pripad dostaneme podobnym dosadenim b = 2a trojicu

(z1,31) = (0,a), (x2,y2) = (4a,—3a), (z4,ys) = (—30, —30).

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

V kartezianskej sustave suradnic Oxy znazornite mnozinu vsetkych bodov v rovine,
ktorych stradnice [z,y| vyhovuji rovnostiam

8) [al—y = 1,b) |yl = 2,¢) [el+]y| = 3, &) lo+yl+lo—y| = 4,¢) [lo+1]-1| =,
f) ‘|y—1\+1‘:x—1.

Urcte vsetky hodnoty redlneho parametra a, pre ktoré ma sastava rovnic
2| + |yl =1,
T — 2y = a.

rieSenie v obore redlnych ¢isel. Uvedte diskusiu vzhladom na parameter a. [Z grafov
oboch vztahov vyplyva, ze dand ststava rovnic mé rieSenie pre kazdé a € (—2;2). Pre
a = —2 a a = 2 ma slstava prave jedno rieSenie, postupne (0;1) a (0; —1). Pre kazdé
a € (—2;2) mé dand ststava prave dve rieSenia.|

V obore redlnych cisel vyrieSte sistavu rovnic s neznadmymi z, y
ar +y =1,
lz| +y =a,

pri¢om a je redlny parameter. Uvedte diskusiu vzhladom na parameter a. [16—C—I11-4]
Pouzitim grafickej metddy a dalej potom vypoctom urcte vSetky redlne rieSenia stistavy
rovnic

[ + |y =1 =1,
[z =1 + |yl = p,

pri¢om p je redlny parameter. [13—A-I1-3]

3. Na kruznici k si zvolené body A, B, C, D, E (v tomto poradi) tak, Ze plati |AB| =
= |CD| = |DE]|. Dokdzte, Ze taZiskd trojuholnikov ABD, ACD a BDE lezia na kruznici

sustrednej s

kruznicou k. (Tomas Jurik)

Riesenie. Vzhladom na podmienky tlohy je |[{CBD| = |{ADB| = |{EAD|, pretoze
vSetky tri uvazované uhly vytinaji na kruznici k& zhodné tetivy. Kedze |{CBD| =
=|LADBJ, je AD || BC.

Tetivovy Stvoruholnik ABCD je teda rovnoramenny lichobeznik ¢i pravouholnik,
v ktorom st (zhodné) trojuholniky DAB a ADC stmerne zdruzené podla spolo¢nej
osi 07 stran AD, BC'. Ta vsak prechadza stredom O kruznice k. V uvedenej simernosti si
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tak zodpovedaju aj faziskd K a L oboch zhodnych trojuholnikov DAB a ADC' (obr. 4).
Os tsecky K L teda prechadza stredom O kruznice k. Navyse oba body K a L st rozne,
pretoze zodpovedajice si taznice z (réznych) vrcholov B a C' sa pretinaji v strede
spolo¢nej strany AD oboch zhodnych trojuholnikov, zatial ¢o taziskd st vnutornymi
bodmi oboch useciek.

Obr. 4

Analogicky dokazeme, ze aj ABDFE je rovnoramenny lichobeznik ¢i pravouholnik.
Pre taziskd K, M zhodnych trojuholnikov DAB a BE D preto plati, ze aj os tsecky K M
prechddza stredom O kruznice k. Odtial |OL| = |OK| = |[OM| > 0 (body K a L
st rozne), takze faziskd vSetkych troch uvazovanych trojuholnikov leZia na kruznici
sustrednej s k. Tym je dokaz ukonceny.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokazte tvrdenie: Ramena dvoch uhlov, ktorych vrcholy lezia na jednej kruznici,
vytinaju na tejto kruznici zhodné tetivy prave vtedy, ked st oba uhly zhodné. [Vyuzite
vztah medzi obvodovym a stredovym uhlom.]

N2. Os vnutorného uhla pri vrchole C' v trojuholniku ABC pretina jemu opisant kruznicu
v bode, ktory je stredom toho jej obluka, ktory neobsahuje bod C. Dokézte. [Vyuzite
vysledok predoslého tvrdenia.]

N3. Dany je tetivovy pidtuholnik ABCDE, v ktorom |AE| = |AB| a |BC| = |DE)|. Dokazte,
ze prieseéniky vysok (ortocentra) trojuholnikov BC'D, CDE a bod A st vrcholmi
rovnoramenného trojuholnika. [Dokdzte, ze BCDE je rovnoramenny lichobeznik ¢&i
pravouholnik, a vyuzite osovll simernost daného piatuholnika podla spolo¢nej osi
use¢iek BE a CD.]

4. Najdite vsetky osemciferné cisla *2x0x1x6 so Styrmi nezndmymi nepdrnymi ciframs
vyznacenymi hviezdickami, ktoré si delitelné cislom 2 016. (Jaromir Simsa)
RieSenie. Kedze 2016 = 2° - 32 - 7, hladdme prave tie ¢isla n = a2b0c1d6 s neparnymi
ciframi a, b, ¢ a d, ktoré st zarovenn delitelné ¢islami 32 = 2%, 9 =32 a 7.
Cislo n = a2b0cld6 je delitelné ¢islom 32 prave vtedy, ked je éislom 32 delitelné
jeho posledné pitéislie
0cld6 = 1000c + 100 + 10d + 6 = 32(31c + 3) + 8(c+d + 1) +2(d + 1).
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PodTla delitelnosti 6smimi vidime, Ze ¢islo d + 1 musi byt delitelné $tyrmi, a tak je bud
d = 3, alebo d = 7. V pripade d = 3 je naSe pitcislie rovné 32(31c+ 3) +8(c+5), takze
je delitelné 32 prave vtedy, ked je ¢islo ¢+ 5 delitelné 4, teda ¢ € {3,7}. V pripade d =7
je vSak ono pitéislie rovné 32(31c + 3) + 8(c + 10), takze nie je delitelné 32, pretoze ¢
je neparna cifra, a tak je ¢islo ¢ + 10 neparne, ¢ize ¢islo 8(c + 10) nie je delitelné 32.
Podmienku delitelnosti ¢islom 32 tak spliiaju prave tie n, ktoré za dvojicu neparnych
cifier (¢, d) majua (3,3) alebo (7, 3).

Cislo n = a2b0cld6 je delitelné deviatimi prave vtedy, ked je ¢islom 9 delitelny
jeho ciferny sucet

a+24+b+04+c+1+d+6=a+b+c+d+9.

Z toho dostaneme mozné hodnoty suc¢tu a+ b pre obe uz uréené dvojice (¢, d). Vezmeme
pritom navySe do ivahy, Ze sucet a + b musi byt ¢islo parne, pretoze obe cifry a a b st
neparne. Pre prva dvojicu (¢, d) = (3, 3) tak vychadza a + b = 12, teda {a,b} = {3,9}
alebo {5, 7}. Pre druht dvojicu (¢, d) = (7,3) dostaneme a + b = 8, teda bud {a,b} =
= {1,7}, alebo {a,b} = {3,5}. Prichddzame k zaveru, ze iba osem ¢isel pozadovaného
tvaru je delitelnych oboma ¢islami 32 a 9. Jedné sa o ¢isla

32903136, 92303136, 52703136, 72503136,
12707136, 72107136, 32507136, 52307 136.

Delitenost poslednym c¢initefom 7 tak ostava posudit iba pri tychto 6smich kan-
didatoch na rieSenie nasej tlohy. Je jednoduché sa presvedcit, Ze iba prvé a posledné
z vypisanych ¢isel su delitelné siedmimi. MoZno to spravit rychlo priamym delenim
(ak mame po ruke kalkulacku), alebo namiesto toho vyuzit menej znadme kritérium
delitelnosti siedmimi, podla ktorého akékolvek osemciferné ¢islo

A706050403020100 = ag+aq - 10! +ag- 102+ as- 10° +as-10%+as- 10°+ ag- 108+ ar- 107
dava po deleni siedmimi taky isty zvysok ako sucet
s:ao+3a1 —|—2a2+6a3+4a4+5a5+a6+3a7.

(Koeficient pri kazdej cifre ay, je rovny zvysku po deleni siedmimi prislichajicej moc-
niny 10%.)
Odpoved. Vyhovuju prave dve ¢isla 32903 136 a 52 307 136.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Znédme kritérid delitelnosti ¢islami 2, 4 a 8 zovSeobecnite na kritérium delitelnosti
¢islom 2% pre Tubovolné prirodzené &islo k: Celé ¢islo zapisané v desiatkovej sustave je
delitelné &islom 2% prave vtedy, ked je také jeho posledné k-éislie. [Rozdiel ¢isla a jeho
posledného k-éislia je é&islo, ktorého zapis konéi k nulami, takze je delitelné &islom 10F,
a teda aj ¢islom 2%. To znamen4, ze akékolvek ¢&islo a jeho posledné k-é&islie davaja po
deleni ¢&islom 2% vzdy taky isty zvysok.]

N2. Pripomerite si znamy poznatok, ze dané prirodzené Cislo a jeho ciferny sucet davaja
rovnaké zvysky ako po deleni tromi, tak po deleni deviatimi. Plati to aj po deleni ¢islom
33 = 277 [Neplati, napriklad ¢islom 27 je delitelné samo ¢islo 27, avSak jeho ciferny
sucet 2 + 7 = 9 ¢islom 27 delitelny nie je. Neplati ani opacnéd implikacia: napriklad
¢islo 1899 s cifernym sactom 27 tymto ¢islom delitelné nie je.]
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D1. Dokézte, ze o delitelnosti siedmimi akéhokolvek ¢&isla N zapisaného v desiatkovej
ststave mozno rozhodovat pomocou ,kédu® 132645 takto: Sestciferné &islo N =
= asaaaszazaiag dava po deleni siedmimi taky isty zvysok ako stcet

s = lag + 3a1 + 2as + 6as + 4a4 + bas

(cifry vypisujeme odzadu a pred ne ako koeficienty pripisujeme jednotlivé cifry onoho
kédu). Ak ma ¢islo N menej ako Sest cifier, napiSeme prislusny kratsi sacet, ak mé
éislo N naopak viac ako Sest cifier, kédové cifry opakujeme s periédou 6, teda

s = ag + 3a1 + 2a2 + 6a3 + 4aq4 + Sas + ag + 3a7 + 2ag + 6ag + . ..

D2. Dokézte, ze pre kazdé celé &islo n je ¢islo, ktoré dostaneme, ked zapiseme 3" jednotiek
za sebou, nasobkom ¢isla 3". [Pouzite matematickd indukciu: pre n = 1 (aj pre n = 2)
tvrdenie zrejme plati (pouzite ciferny sacet). Pri druhom indukénom kroku si v§imnite,
7e &islo z 311 jednotiek je ndsobkom ¢&isla z 3™ jednotiek, pritom prislusny podiel je
¢islo tvaru 10...010...01, teda &islo delitelné tromi (mé totiz ciferny stéet 3).]

5. Dany je pravouhly trojuholnik ABC s preponou AB. Oznacme D pitu jeho vysky
z vrcholu C a M, N priesecniky osi uhlov ADC, BDC' so stranami AC, BC'. Dokazte,
Ze plati

2|AM| - |BN| = |MN|>.

(Jaroslav Svréek)

Riesenie. Osi DM a DN pravych uhlov pri vrchole D spolu s vyskou C'D rozdeluju
priamy uhol pri vrchole D na $tyri zhodné uhly velkosti 45°. Zaroven vidime, Ze uhol
MDN je pravy, takze body C, M, D, N lezia na T4lesovej kruznici s priemerom M N.

Ak oznacime zvycajnym sposobom uhly pri vrcholoch A a B trojuholnika ABC,
je zaroven |{ACD| =90° —a = a |[£{BCD| = 90° — 8 = « (obr.5). Z toho vyplyva
podobnost trojuholnikov CDM ~ BDN a ADM ~ CDN, takze

|MD| |CM]| |MD| |AM|
ND| ~ [BN| " |ND| ~ |ON]

Porovnanim pravych stran dostaneme

[AM] - |BN| = |CM] - |CN]. (1)
C
o
B
N
M
o B
A D B
Obr. 5



Kedze obvodové uhly nad tetivami CM a CN sa zhodné, je |CM| = |CN|.
Pouzitim Pytagorovej vety v pravouhlom (rovnoramennom) trojuholniku CMN tak
dostaneme

2|CM|? = |CM|* +|CN|* = [MN|?
a dosadenim do rovnosti (1) vyjde
2|AM|-|BN|=2|CM|-|CN|=2-|CM* = |MN*.
Tym je tvrdenie tlohy dokazané.

Poznamka. Ukazeme eSte jeden spdsob odvodenia kltcovej rovnosti (1). Pravouhlé
trojuholniky ACD a C'BD st podobné, pretoze |£BCD| = 90° — |[£ACD| = |[LCAD)|.
To vsak znamend, ze osi DM a DN oboch vnutornych uhlov z vrcholu D, ktoré si
v tejto podobnosti zodpovedaju, delia protilahlé strany v rovnakom pomere. Plati teda

|AM|:|CM| =|CN|:|BN|, t.j. |AM]|-|BN|=|CM]|-|CN].

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Zopakujte si zdkladné vlastnosti a vztahy medzi obvodovym, stredovym a iusekovym
uhlom a dalej metédy (postupy), ako ukézat, ze Styri a viac bodov lezi na jednej kruz-
nici. [Mozno doporudit o.i. ¢asopis Matematika — Fyzika — Informatika (mfi.upol.cz),
roé¢. 24, &. 5, &lanok ,,Cty¥i body na kruznici“.]

N2. Dokazte, ze tetivy jednej kruznice prislichajice zhodnym obvodovym uhlom st
zhodné. [PouZite sinusovi vetu.]

N3. Dany je pravouhly trojuholnik ABC, v ktorom D oznacuje pétu vysky z vrcholu C
na jeho preponu AB. Dalej nech K, L st body na jeho odvesnach postupne BC, AC,
pre ktoré plati 2| BK| = |CK| a 2|CL| = |AL|. Dokézte, ze body K, C, L a D lezia na
jednej kruznici. [Vyuzite podobnost pravouhlych trojuholnikov ADC a CDB, z ktorej
potom vyplyva aj podobnost trojuholnikov CLD a BKD.]

D1. Dany je pravouhly trojuholnik ABC' s preponou AB. Oznac¢me D pitu vysky z vr-
cholu C. Nech @, R a P st postupne stredy tseciek AD, BD a C'D. Dokézte, ze plati

|{APB| + | £QCR| = 180°.
[65—CPS juniorov—T1]

6. Urcte vietky redlne cisla r také, Ze nerovnost a® + ab + b> = a? + b2 plati pre vietky
dvogice redlnych cisel a, b, ktoré su vicsie alebo rovné r. (Jan Mazak)
Riesenie. Kedze
a® +b* = (a +b)(a* — ab + b?),
mozeme dant nerovnost prepisat na ekvivalentny tvar
(a+b—1)(a® —ab+b*) 2 0. (1)
Vzhladom na to, Ze pre Iubovolné realne ¢isla a, b plati
a’> —ab+b> = (a—£b)*+ 36> 20
(s rovnostou préave vtedy, ked a = b = 0), je nerovnost (1) splnena prave vtedy, ked
a+b=1 alebo a=b=0.

Z podmienky a+b = 1 tak vyplyva, Ze nerovnost (1) je zarucene splnend pre vsetky
dvojice redlnych c¢isel a, b, ktoré su vicsie alebo rovné %, takze pozadovant vlastnost ma
kazdé r = % Nema ju vsak ziadne r < %, pretoze k takému r mozno zvolif kladné ¢isla
a = b = max(r, %), ktoré s sice vicsie alebo rovné r, avsak nerovnost (1) nespliajt,
lebo pre ne neplati ani a +b =1, ani a = b = 0.

Zdver. Danej tlohe vyhovuju prave vSetky redlne ¢isla r = %
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NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dokéazte, ze pre kazdé neparne ¢islo n a pre Iubovolné redlne &isla a, b plati

a+b" = (a+b)(a"t —a" 4. —ab" 2+ o).

N2. Znazornite v kartezianskej stustave suradnic vSetky body, ktorych suradnice x, y vyho-
vuju vztahom
a) (—yZ YA (2x+y=1),
b) (min(z,y) 2 r) A (max(z,y) £ R), pricom r < R st dané realne &isla.
N3. Dokéazte, ze pre lubovolné kladné realne éisla a, b, ¢ plati

1 1 1
a? — ab + b2 +b2—bc+c2 +c2—ca+a2

11
+ =+

<t 1
~a? b2 2

Urcte, kedy nastava rovnost. [64-B-1-6]
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