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2016/2017 Riesenia tloh skolského kola kategorie C

1. Najdite vsetky riesenia rovnice

Bz =7~ ]9 — 2z

1
|z + 2|

(Vojtech Balint)

Riesenie. Zo zadania vyplyva, Zze z # —2. Po vynasobeni vyrazom |x + 2| dostavame
rovnicu |z + 2| = |3z — 7| — |9 — 2z|, ktora teraz vyriesime. Nulové body troch abso-
litnych hodndt s nezndmou rozdeluju redlnu os na Styri intervaly, v ktorych ma kazdy
z prislachajucich dvojélenov stale rovnaké znamienko. V kazdom z tychto intervalov uz
teda mozeme riesit zodpovedajicu rovnicu bez absolitnych hodnot.

> x € (—o00,—2): dostavame rovnicu —z — 2 = —3z + 7 — (9 — 2z), ktord po tprave
prejde na identitu 0 = 0. VSetky ¢isla zo skimaného intervalu poévodnej rovnici
vyhovuju.

> x € (—2, 1): dostdvame rovnicu z+2 = —3x+7— (9 —2z), ¢ize 2z = —4 s jedingm
rieSenim x = —2, ktoré, ako uz vieme, pévodnej rovnici nevyhovuje.

> x € (%,2): dostdvame rovnicu x + 2 = 3z — 7 — (9 — 2z) s riefenim z = 3, ktoré

vSak v uvazovanom intervale nelezi.
> x € (3,00): dostdvame rovnicu z +2 = 3z — 7 — (=9 + 2z), ktoré po tprave prejde
na identitu 0 = 0. Vyhovuju vsetky x z tohto intervalu.
Zdver. Vsetky rieSenia tlohy tvoria mnozinu (—oo, —2) U (5, 00).

Za Uplné riesSenie dajte 6 bodov. Za spravny postup (snahu o odstranovanie absolutnych hodnét) dajte
1 bod. Za vySetrenie rovnice v kazdom z intervalov 1 bod. Zaver (explicitné uvedenie mnoziny rieSeni)
1 bod. Za kazdy zle spocitany nulovy bod strhnite 2 body (maximélne vSak 5 bodov). S rovnicou
mozno pracovat aj v povodnom tvare s neodstrdnenym zlomkom.

2. Oznacme M mnozinu vsetkjch hodnét vyrazu V(n) = n* + 11n? — 12, pricom n je
nepdrne prirodzené cislo. Najdite vsetky mozné zvysky po delent cislom 48, ktoré davaju
proky mnoziny M. (Ales Kobza)

Riesenie. Najskoér vypocitame prislichajice hodnoty vyrazu V pre niekolko prvych
neparnych cisel:
n V(n)
1 0
3 168=3-48+24
5
7

888 =18-48 + 24
2928 =61 -48
7440 = 155 - 48

Ne}

Medzi hladané zvysky teda patria ¢isla 0 a 24. UkdZeme, Ze iné zvySky uz mozné nie
st. Na to sta¢i dokazat, Ze pre kazdé nepéarne ¢islo n plati 24 | V(n). Z doméceho kola
vieme, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n plati 12 | V(n), teda aj 3 | V(n). Kedze ¢isla 3 a 8
st nestudelitelné, staci ukazaft, ze pre kazdé neparne ¢islo n plati 8 | V(n). Vyuzijeme
pritom rozklad daného vyrazu na sucin

V(n)=n*+11n? —12 = (n* = 1)(n* +12) = (n — 1)(n + 1)(n?* 4 12). (1)
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Lubovolné neparne prirodzené ¢islo n mozno zapisat v tvare n = 2k — 1, pricom
k € N. Pre také n potom dostavame

V(2k —1) = [(2k — 1) — 1][(2k — 1) 4+ 1][(2k — 1)? + 12] = 4(k — 1)k(4k? — 4k + 13),

a kedze sucin (k — 1)k dvoch po sebe iducich celych ¢isel je delitelny dvoma, je cely
vyraz delitelny 6smimi.
Zdver. Dany vyraz moze davat po deleni ¢islom 48 préave len zvysky 0 a 24.

Pozndmka. Poznatok, ze 8 | V(n) pre kazdé neparne n, mozno dokazat aj inak, bez
pouzitia rozkladu (1). Ak je totiz n = 2k — 1, pri¢om k € N, tak ¢islo

n?=2k—-1)?=4k* —dk+1=4k(k—1)+1

dava po deleni ésmimi (vdaka tomu, Ze jedno z ¢isel k, k — 1 je parne) zvysok 1, a teda
rovnaky zvysok dava aj ¢islo n? (ako druh& mocnina nepérneho ¢isla n?). Plati teda
n? = 8u+ 1 an* = 8v + 1 pre vhodné celé u a v, takze hodnota vyrazu

V(2k—1)= Bv+1)+11(8u+1) — 12 = 8(v 4 11u)

je naozaj nasobkom 6smich.
Pripojme aj podobny dokaz poznatku 3 | V(n) z doméaceho kola. Pre ¢isla n
delitelné tromi je to zrejmé, ostatné n st tvaru n = 3k £ 1, takze ¢islo

n?=Bk+1)?=9k*>+6k+1=3k(3k+2)+1

déva po deleni tromi zvysok 1, rovnako tak aj ¢islo n* = (n?)2. Dosadenie n? = 3u + 1
an? = 3v+1 do vyrazu V(n) uz priamo vedie k zaveru, Ze 3 | V (n).

Za 1plné riesenie dajte 6 bodov. Za vyuzitie faktu z doméaceho kola (12 | V(n) pre Tubovolné n) na
odvodenie (konstatovanie) toho, ze zvysky moézu byt iba 0, 12, 24 a 36 dajte 1 bod. Za snahu dokazat,
ze 8 | V(n) pre n neparne, dajte 1 bod, za dokaz tohto tvrdenia dajte 2 body. Za zaver, ze z 3 | V(n)
a 8| V(n) vyplyva 24 | V(n) dajte 1 bod (nesudelitelnost ¢isel 3 a 8 musi byt spomenutd; zaver typu
»Zz 12| V(n) a 8 | V(n) zrejme vyplyva, ze 24 | V(n)“ nestaci, ak nie je napr. dodané, ze 24 je najmensi
spoloény nasobok ¢&isel 8 a 12). Za overenie, ze zvysky 0 a 24 st naozaj mozné, dajte 1 bod (sta¢i uviest
napr. len hodnoty V(1) a V(3)).

3. Pita P vysky z vrcholu C' v trojuholniku ABC' deli stranu AB v pomere |AP| : |PB| =
=1 : 3. V rovnakom pomere si aj obsahy $tvorcov nad jeho stranami AC a BC.
Dokazte, zZe trojuholnik ABC' je pravouhly. (Leo Bocek)

RieSenie. Ozna¢me d dizku tsecky AP a v dlzku vysky CP trojuholnika ABC. Dizky
jeho stran oznac¢ime zvycajnym sposobom a, b, c. Zo zadania teda vyplyva |PB| = 3d
(obr.1).

C
b/ v a
/7
A d P 3d B

Obr. 1



Pouzitim Pytagorovej vety v trojuholnikoch APC a PBC dostédvame rovnosti b? =
= d?>+v? a a? = 9d?4v?. Z druhého predpokladu lohy potom vyplyva rovnost a? = 3b2,
Cize 9d? + v? = 3d? + 3v?, odkial v? = 3d2. Dosadenim do prvych dvoch rovnosti tak
dostavame a? = 12d? a b? = 4d%. A kedZe c = 4d, ¢ize c® = 16d?, dokézali sme, Ze pre
dlzky stran trojuholnika ABC plati a® + b* = 2.

Trojuholnik ABC je preto podla obratenej Pytagorovej vety pravouhly.

Pozndmka. Ak zvézime pomocny pravouhly trojuholnik s odvesnami a a b, tak pre
jeho preponu ¢’ podla Pytagorovej vety plati ¢’?> = a? + b%. Porovnanim s odvodenou
rovnostou ¢? = a? + b? tak dostdvame ¢’ = ¢, takze povodny trojuholnik je podla
vety sss zhodny s trojuholnikom pomocnym, a je teda skutoc¢ne pravouhly. Mézeme
tolerovat nazor, Ze samotna Pytagorova veta uddva nielen nutnt, ale aj postacujicu
podmienku na to, aby bol dany trojuholnik pravouhly.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za napisanie Pytagorovej vety v oboch trojuholnikoch APC a PBC
dajte jeden bod. Za odvodenie vztahu v? = 3d? dajte 2 body, za jeho désledok a2 +b? = c2 potom dalsi

1 bod. Za uvedenie zaveru, ze potom je trojuholnik pravouhly, dajte dva body. Za rézne manipulacie
s rovnicami bez dosiahnutia vzfahu vedtceho k spravnemu doékazu body neudelujte.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia sSkolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 20. februara.
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