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66. ro¢nik Matematickej olympiady
2016/2017 Riesenia uloh Skolského kola kategorie B

1. Na tabuli je napisanych pdt navzdjom roznych kladnych cisel. Uréte najviacsi mozny
pocet dvojic z nich vytvorenych, v ktorych je siucet oboch prvkov rovny jednému z piatich
cisel napisanych na tabuli. (Michal Rolinek)

RiesSenie. Oznacme a; < as < a3z < a4 < as kladné ¢isla napisané na tabuli. Najmensie
¢isla a1 ani as zrejme nemdzu byt stétom ziadnych dvoch na tabuli napisanych éisel.
Cislo a3 sa da ako stcet niektorej dvojice dostat nanajvys jednym sposobom, a to
as = a; + ag. Cislo a4 sice mozeme dostaf tromi spdsobmi: a; + a2, as + az alebo
a1 + az, ale kedze je a1 + as < a1 + az < as + az, mdze byt ay suc¢tom nanajvys jednej
z dvojic {a1,as}, {a1,as}, {az,as}. Napokon ¢islo a; mozno takto ziskat nanajvys
dvoma sposobmi. Keby sme totiz as ziskali tromi spésobmi ako stcet dvoch cisel
napisanych na tabuli, bolo by aspon jedno z ¢isel ay, ao, ag, a4 sc¢itancom v dvoch
roznych suctoch, ¢o nie je mozné.

Spolu sme tak zistili, Ze pocet vyhovujicich dvojic nikdy neprevysi sucet 0 + 0 +
+ 1+ 1+ 2, ktory je rovny Styrom.

Prikladom pétice ¢isel napisanych na tabuli, pre ktory suéty Styroch (z nich vytvo-
renych) dvojic s tiez na tabuli uvedené, je a; = i pre ¢ € {1,2,3,4,5}, ked 1 4+ 2 = 3,
1+43=4,144=5a2+3=5.

Zaver. Z danych piatich roznych kladnych ¢isel mozno zostavit nanajvys Styri dvojice
pozadovanej vlastnosti.

Za uplné rieSenie dajte 6 bodov. Za ziskanie odhadu, Ze vhodnych dvojic nie je viac ako Styri, dajte
4 body. (Za odhad, ze dvojic je nanajvys Sest, pretoze najvicsie ¢islo v dvojici byt nemédze, body
nedavajte.) Za priklad pétice ¢isel so Styrmi vyhovujicimi dvojicami dajte 2 body, a to aj v pripade,
Ze sa riesitelovi nepodari horny odhad dokézat.

2. Na odvesndach AC a BC' daného pravouhlého trojuholnika ABC' urcte postupne body
K a L tak, aby sucet
|AK|> + |[KL|* + |LBJ?

nadobidal najmensiu mozni hodnotu a vyjadrite ju pomocou ¢ = |AB].
(Jaroslav Svréek)

RiesSenie. V sulade s obr.1 ozna¢me z = |CL|, y = |CK]|, potom |BL| = a — z,
a |AK|=b—y, pricom a, b st postupne dlzky odvesien BC, AC.

Obr. 1



Pouzitim Pytagorovej vety v pravouhlom trojuholniku K LC dostaneme |KL|? =
= 22 + 42, takze skiimany sucet modzeme upravif nasledujicim spésobom:
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Vdaka nezépornosti druhych mocnin z toho vidime, Ze skiimany vyraz nadobuda
svoju najmensiu hodnotu, konkrétne %02, prave vtedy, ked z = %a a sucasne y =
= %b, teda prave vtedy, ked body K, L st postupne stredmi odvesien AC, BC daného

pravouhlého trojuholnika ABC'.

Zaver. Najmensia mozna hodnota skiimaného suctu je rovna %02. Tato hodnotu dosta-
neme prave vtedy, ked body K, L buda postupne stredmi odvesien AC, BC daného
pravouhlého trojuholnika.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za vyjadrenie sktimaného suc¢tu pomocou dvoch
vhodne zvolenych parametrov. Za néslednt tpravu na tvar s druhymi mocninami, z ktorého je hladand
najmensia hodnota a tiez prislusnd poloha bodov K a L zrejméa, dajte dalsie 3 body. Za uvedenie
spravnej odpovedi pre polohu oboch hladanych bodov K, L a vyjadrenie najmensej hodnoty skimaného
vyrazu pomocou ¢ dajte 1 bod.

3. Napiseme za sebou 1000 prirodzenych cisel, ktoré maju vlastnosti: sucet kaZdych
siedmich po sebe zapisanych cisel je 2017, na 123. mieste je cislo 123, na 234. mieste
cislo 234 a na 345. mieste cislo 345. Urcte sucet styroch cisel na 456., 567., 678.
a 789. mieste. (Jaroslav Zhouf)

RieSenie. Ozna¢me po sebe napisané ¢isla a1, as,. .., a1000. Vzhladom na to, ze stucet
kazdych siedmich po sebe napisanych c¢isel je rovny tomu istému ¢islu 2017, porovnanim
dvoch takych suctov so Siestimi spolo¢nymi s¢itancami

;i + Git1+ 0+ Qs + Gite = Qip1 T ig2 + 0+ Aige T ity

déjdeme k zaveru, ze rovnost a; = a;17 plati pre kazdy pripustny index i, takze
uvazovana ¢iselnd postupnost (a;) méa periédu dizky 7. Plati teda a; = ag = aj5 = . . .,
as = ag = aig = ..., a pod. Kedze indexy 123, 234, 345, 456, 567, 678, 789 ¢lenov

tejto postupnosti davaju v urcitom poradi vsetkych sedem moznych zvyskov po deleni
siedmimi, je stcet ¢lenov s tymito siedmimi indexmi rovny stc¢tu fubovolnych siedmich
po sebe idtucich ¢lenov tejto postupnosti, t.j. 2017. Z toho uz pre a123 = 123, as34 = 234
a asgss = 345 bezprostredne vyplyva

a456 + ase7 + ag78 + A789 = 2017 — (CL123 + G234 + CL345) =2017 - 702 = 1315.

Zaver. Hladany sucet je 1315.

Za 1plné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za objav, Ze postupnost méa periédu dizky 7 (aj bez
zddvodnenia zo vzorového riesenia, ktoré mozno totiz povazovat za zrejmé). Dalsie 2 body dajte za
poznatok, ze sedem zadanych indexov méa rézne zvysky po deleni siedmimi, 1 bod potom za jeho
dosledok, ze sedem doty¢énych ¢lenov déva sucet 2017, a zvysny 1 bod dajte za dopocitanie hlTadaného
suctu.



Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 20. februara.
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