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66. ro¢nik Matematickej olympiady
2016/2017 Riesenia tloh krajského kola kategorie Z9

Informacia pre krajsku komisiu MO:

Pri kazdej ulohe sa za akékolvek tiplné riesenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu
postupom, ktory sa odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieseni, ale tlohu nevyriesi uplne,
bodovacia schéma sa zvoli tak, aby ¢o najlepsie korespondovala s navrhom hodnotenia tu
uvedenym. Uspesnym riesitelom je ten ziak, ktory ziska 12 alebo viac bodov.

1. Michaela a Jana dnes obe maju narodeniny, dokopy maju 84 rokov. Pritom Michaela
md dvakrdt viac rokov, ako mala Jana, ked Michaela mala tolko rokov, kolko md Jana
dnes. Kolko rokov ma Michaela a kolko Jana? (Marta Volfova)

RieSenie. Informécie zo zadania mdéZeme pomocou jednej neznamej zapisat napr. takto:

dnes skor
Michaela 2 84 — 2z
Jana 84 — 2z T

Rozdiel vekov je v oboch riadkoch rovnaky (rozdiel medzi ,dnes® a ,skor®), ¢o vedie na
rovnicu

20 — 84 + 2x = 84 — 2z — x,

ktorej riesenie je
Tx = 168,
T = 24.

7 toho dostavame 2z = 48 a 84 — 2z = 36, tzn. Michaela ma 48 rokov a Jana 36 rokov.

Iné riesenie. Vzfahy zo zadania je mozné s viacerymi neznamymi vyjadrit napr. takto:

dnes skor
Michaela 2x Y
Jana Y x

Michaela a Jana maji dokopy 84 rokov a rozdiel vekov je v oboch riadkoch rovnaky.
To vedie na stustavu dvoch rovnic

20 4y = 84,

2r—y=y—uz,
ktora je ekvivalentna sustave

4 + 2y = 168,
3xr = 2y.



Dosadenim druhej rovnice do prvej dostavame

Tr = 168,
T = 24.

Z toho vyplyva 20 =48 a y = % -24 = 36, to znamena, ze Michaela ma 48 rokov a Jana
36 rokov.

Ndavrh hodnotenia. 2 body za vyjadrenie vztahov obsiahnutych v ivodnej tabulke; 2 body za zostavenie
a vyrieSenie rovnice, resp. sistavy rovnic; po 1 bode za dopocitanie vekov Michaely a Jany.

Pozndmka. Za nezndmu moze byt zvoleny aj rozdiel medzi ,dnes® a ,skér“ alebo rozdiel medzi vekmi
Michaely a Jany; v takom pripade by tivodné vztahy spolu s ostatnymi podmienkami viedli na int
stistavu rovnic s obdobnym riesenim, teda aj hodnotenim.

Zo zadania vyplyva, ze Michaela je starsia ako Jana a ze Michaelin vek je parne cislo. Sucet
ich vekov je 84 rokov, takZze namiesto uvedeného riesenia rovnic je mozné postupne skusat, ktora
z nasledujicich moznosti vyhovuje ostatnym poziadavkam zo zadania:

Michaela 44 46 48

Jana 40 38 36

Takto mozno lahko odhalit, Ze vyhovujica je tretia moznost. Bez zddvodnenia, Ze sa jedna o jedind
moznost, hodnotte také rieSenie nanajvys 4 bodmi. Za zddévodnenie jednoznacnosti dajte dalsie 2 body
podla kvality komentéra.

2. Pred Janom sedeli tri zahalené princezné a Jano mal za ilohu zistit, ktord z nich je
Zlatovlaska.

Princeznd v prvom kresle povedala: ,V tretom kresle Zlatovldska nesedi. “
Princezna v druhom kresle povedala: ,Ja Zlatovldska nie som.“
Princeznd v tretom kresle povedala: ,Ja som Zlatovldska.“

Zazracnd muska Janovi prezradila, kolko princezien klamalo. AZ s touto radou

dokdzal Jano odhalit pravi Zlatovldsku. Ktord z princezien bola Zlatovldska?
(Marta Volfova)

Riesenie. Rozlisime tri pripady podla toho, kde mohla sediet Zlatovliska:
1. Ak by Zlatovlaska sedela v prvom kresle, tak by

e princezna v prvom kresle hovorila pravdu,
e princezna v druhom kresle hovorila pravdu,
e princeznd v tretom kresle klamala.

2. Ak by Zlatovlaska sedela v druhom kresle, tak by

e princezna v prvom kresle hovorila pravdu,
e princezna v druhom kresle klamala,

. 7 X
e princezna v tretom kresle klamala.

3. Ak by Zlatovlaska sedela v trefom kresle, tak by

e princezna v prvom kresle klamala,
e princezna v druhom kresle hovorila pravdu,
e princeznd v trefom kresle hovorila pravdu.
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V prvom a v trefom pripade by klamala jedna princeznéd, v druhom pripade by
klamali dve princezné. Kedze muskina rada Janovi pomohla odhalit Zlatovlasku, musela
mu muska prezradif, Ze klamali dve princezné. Tomu zodpoveda druhy pripad, ¢ize
Zlatovlaska sedela v druhom kresle. (Ak by muska tvrdila, ze klamala jedna princezna,
Jano by nedokézal rozhodntut medzi prvym a tretim pripadom.)

Ndvrh hodnotenia. 4 body za rozbor vsSetkych pripadov; 2 body za urcenie jediného mozného pripadu
a umiestnenie Zlatovlasky.

Pozndmka. Predchédzajuci rozbor moznosti mozno pojat opacne, t.j. podla pravdivosti,
resp. nepravdivosti jednotlivych vyrokov vyvodzovat, kde by mala sediet Zlatovlaska.
Takto by sa muselo uvazovat celkom osem pripadov:

e Vyroky princezien v prvom a v tretom kresle st navzdjom v rozpore, teda tieto
dve princezné nemozu obe stcasne vraviet pravdu — tym st vylucené dva pripady.

e Z rovnakého dovodu nemdzu princezné v prvom a v tretom kresle obe stcasne
klamat — tym su vylacené dalsie dva pripady.

e Nie je mozné, aby sucasne princezna v druhom kresle klamala a princeznd v treftom
kresle hovorila pravdu (to by boli obe Zlatovlasky) — tym je vylaceny dalsi pripad.

Zvysné tri pripady zodpovedaja prave pripadom v uvedenom rieseni.

3. Velitel zvolal ostatnijch obrancov hradu a rozhodol, ako sa rozdelia o svoju odmenu:

LPrvy si vezme jeden dukdt a sedminu zvysku, druhy si vezme dva dukdty a sed-
minu nového zvysku a tak dalej. Teda n-ty obranca si vezme n dukdtov a k tomu
este sedminu zo zvysného mnoZstva dukdtov, pokial nejaké budi. “

Takto sa podarilo rozdelit vietky dukdty a pritom vsetci obrancovia dostali rovnako.
Kolko obrancov sa delilo o odmenu? (Marta Volfova)

Riesenie. Oznac¢me pocet obrancov p a uvazujme odzadu. Posledny p-ty obranca si
vzal p dukétov, a tym boli rozobrané vSetky dukaty. Predposledny (p — 1)-ty obranca
si vzal p — 1 dukatov a sedminu aktudlneho zvysku, ktory oznacme z. KedZe obaja
obrancovia dostali rovnako, plati

1
p—l—f—?uz:p. (1)

Z toho dostavame % -z =1, teda z = 7. Sucasne vsak plati, ze posledny obranca mal
k dispozicii Sest sedmin tohto zvysku. To znamena, Ze

6
p:?-z, (2)

teda p = 6. Ak sa obrancovia rozdelili o vSetky dukaty a vsetci dostali rovnako, muselo
ich byt Sest, kazdy dostal Sest dukatov, vSetkych dukatov preto bolo 6 - 6 = 36. Kedze
sme doposial uvazovali len niektoré informécie zo zadania, je nutné overit, ze také
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delenie je naozaj mozné:

vzal zostalo
prvy 1+136-1)= 36 — 6 =30
druhy 2+130-2)= 30 — 6 =24
treti 3+1(24-3)=6 | 24-6=18
stvrty | 4+ 1(18—-4)=6 | 18—6=12
piaty 5+ 3(12-5)=6 12—-6=6
Siesty 6+1(6-6)=6 6—6=0

O odmenu sa delilo sest obrancov.

Ndvrh hodnotenia. 3 body za vztah (1) a uréenie z = 7; 2 body za vztah (2) a vysledok p = 6; 1 bod
za overenie.

Iné rieSenie. Oznacme pocet vSetkych dukatov [ a uvazujme odpredu. Prvy obranca
si vzal jeden dukat a sedminu zvysku, teda si vzal

1+%(l—1):%(l+6) (3)

dukatov a pocet dukatov sa tak zmensil na g(l —1). Druhy obranca si vzal dva dukaty
a sedminu nového zvysku, teda si vzal

2+%<g(5—1)—2>:4—;(6l+78) (4)

dukatov. KedZe obaja obrancovia dostali rovnako, plati
L146) = 261 +78) (5)
7 49 '

Z toho dostavame
7l + 42 = 61 + 78,

[ = 36.
Rozpisanim ako v tabulke pri predchéadzajicom postupe sa overi, Ze sme nasli vyhovu-
juce rieSenie a Ze obrancov bolo Sest.

Ndvrh hodnotenia. Po 1 bode za vztah (3), resp. (4) a jeho pripadnt Upravu; 2 body za zostavenie
a vyrieSenie rovnice (5); 2 body za overenie a vysledok.

Iné riesenie. Ozna¢me pocet obrancov p. Posledny p-ty obranca si vzal p dukatov,
a tym boli rozobrané vsetky dukaty. Vsetci obrancovia dostali rovnako, kazdy preto
dostal p dukitov. Obrancovia sa teda delili celkom o p? dukatov.

Prvy obranca si vzal jeden dukat a sedminu zvysku, takze plati

427~ 1) =, (©



p?—=1=17(p—1).

Lavi stranu v tejto rovnici mozno vyjadrif ako p?> — 1 = (p + 1)(p — 1). Zo zadania
vyplyva, ze p > 1, teda p — 1 > 0 a predchadzajica rovnica je ekvivalentna s rovnicou

p+1=7,

¢ize p = 6. Rozpisanim ako v tabulke pri prvom postupe sa overi, Zze sme nasli
vyhovujice riesenie. O odmenu sa delilo Sest obrancov.

Navrh hodnotenia. 2 body za vyjadrenie poctu vsetkych dukatov pomocou p; 3 body za zostavenie
a vyrieSenie rovnice (6); 1 bod za overenie.

S poznatkom o pocéte v8etkych dukitov mozno sktisanim zistit, Ze najmensie p, pre ktoré sa daju
dukéaty rozdelit podla uvedenych pravidiel, je p = 6. Také rieSenie bez zddovodnenia, Ze sa jednd o jedinu
moznost, hodnotte nanajvys 4 bodmi. Za zdévodnenie jednoznacnosti dajte dalsie 2 body podla kvality
komentara.

Iné riesenie. Oznacme pocet vSetkych dukatov [. Prvy obranca si vzal jeden dukat
a sedminu zvysku, takze onen zvysok [ — 1 musel byt delitelny siedmimi. Cislo [ je preto
tvaru

I=7k+1 (7)

pre nejaké kladné celociselné k. Prvy obranca si teda vzal
1
1+?(l—1):1+k

dukétov. Vsetci obrancovia dostali rovnako a posledny dostal prave tolko dukatov, aké
bolo jeho poradové ¢islo. To znamené, Zze obrancov bolo k + 1 a kazdy dostal k£ + 1
dukatov, celkom sa tak delili o

l=(k+1)72?=k+2k+1 (8)
dukétov. Porovnanim (7) a (8) dostavame rovnicu
Th+1=Fk+2k+1, (9)

¢ize 5k = k2. Zo zadania vyplyva, Ze obrancovia boli asponi dvaja, teda & > 0
a predchadzajuca rovnica je ekvivalentna s k = 5. Rozpisanim ako v tabulke pri prvom
postupe sa overi, ze sme nasli vyhovujuce rieSenie. O odmenu sa delilo Sest obrancov.

Nduvrh hodnotenia. 1 bod za vztah (7); 2 body za vztah (8); 2 body za zostavenie a vyrieSenie rovnice (9);
1 bod za overenie.

S poznatkom (7) mozno sktsanim zistif, Ze najmensie k, pre ktoré sa daju dukaty rozdelit podla
uvedenych pravidiel, je k = 5. Také rieSenie bez zdovodnenia, ze sa jednd o jedini moznost, hodnotte
nanajvys 4 bodmi. Za zdovodnenie jednoznac¢nosti dajte dalsie 2 body podla kvality komentara.



4. V rovnoramennom trojuholniku ABC' je zdkladrnia AB dlhd 6 cm a uhol BCA md
velkost 45°. Vypoditajte polomer kruznice opisanej tomuto trojuholniku.
(Lucie Ruzickova)

RieSenie. Stred kruznice opisanej trojuholniku ABC ozna¢me S. Vzdialenost stredu S
od kazdého z bodov A, B, C je rovna hladanému polomeru, ktory ozna¢me r. Trojuhol-
niky ACS, BC'S a ABS su teda rovnoramenné. Najskor ukazeme, ze trojuholnik ABS
je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole S.

Stred S lezi na osi zadkladne AB, ktorad je zaroven osou simernosti trojuholnika
ABC. Rovnoramenné trojuholniky AC'S a BC'S st preto zhodné. Potom aj uhly SAC),
ACS, SCB a CBS st navzajom zhodné s velkostami

1
o= 457 = 22°30. (1)
Stucet velkosti vnutornych uhlov SAC a ACS v trojuholniku ACS je rovny 45°, a to
je tiez velkost vonkajsieho uhla pri vrchole S (na obr. oznaceného w). Tento uhol je
polovicou uhla ASB, preto je uhol ASB pravy.

V pravouhlom trojuholniku ABS maji obe odvesny dlzku r a prepona AB je dlha
6 cm. Podla Pytagorovej vety plati

r? 4 = 62,

teda 7 = v/18 = 3v/2 (cm). Kruznica opisana trojuholniku ABC mé polomer 3v/2 cm.

Ndvrh hodnotenia. 1 bod za poznatok o zhodnosti trojuholnikov AC'S a BC'S, resp. uhlov SAC, ACS,
SCB a CBS; 3 body za odvodenie, ze uhol ASB je pravy; 2 body za vypocet polomeru (za spravnu
odpoved povazujte ktortakolvek z vyssie uvedenych hodnét).

Prvé 4 body dajte aj v pripade, Ze velkost uhla ASB je odvodend s odkazom na vetu o stredovom
a obvodovom uhle.

Za pouzitie Pytagorovej vety v trojuholniku ABS bez zdbévodnenia, preco je tento trojuholnik
pravouhly, dajte nanajvys 1 bod.



Pozndmky. Po vypocte (1) sa mozno k velkosti uhla ASB dopoéitat rozliénymi spo-
sobmi. Napr. uréenim velkosti vnutornych uhlov pri zdkladni v rovnoramennom troj-

uholniku ABC,
1
5(180o —45°) = 67°30/,
potom vyjadrenim velkosti vntutornych uhlov pri zékladni v rovnoramennom trojuhol-

niku ABS,
B =67°30" —22°30" = 45°,

odkial je velkost uhla ASB vypocitand ako
0 = 180° — 2-45° = 90°.

Iné odvodenie modze byt zaloZené na urcéeni velkosti zvyS$nych vnatornych uhlov
v zhodnych rovnoramennych trojuholnikoch AC'S a BC'S,

v = 180° — 2-22°30' = 135°,
odkial je velkost uhla ASB vypocitand ako
0 =360° —2-135° = 90°.
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