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66. ro¢nik Matematickej olympiady
2016/2017 Riesenia tloh celostatneho kola kategorie A

1. Na kopke lezi 100 diamantov, z ktorych 50 je pravych a 50 falosnych. Pozvali sme
svojrdzneho znalca, ktory jediny dokdzZe rozpoznat, ktoré siu ktoré. ZakaZdym, ked mu
ukazZeme nejaki trojicu diamantov, dva wvyberie a (pravdivo) povie, kolko z mnich je
pravych. Rozhodnite, ¢i moZeme zarucene odhalit vietky pravé diamanty bez ohladu
na to, ako znalec voli posudzované dvojice. (Michal Rolinek, Josef Tkadlec)

Riesenie. Ukazeme stratégiu znalca, pri ktorej sa ndm odhalif vSetkych 50 pravych dia-
mantov nepodari. Znalec si zapamiita jeden pravy diamant P a jeden falosny diamant F'
(napriklad prvy pravy a prvy falosny diamant, ktoré si mu predlozené). Kedykolvek
sa ho pytame na trojicu, v ktorej je prave jeden diamant z dvojice P a F', vyjadri sa
o zvysnych dvoch. Ak sa v trojici P aj F', tak ich oba vyberie a pravdivo o nich povie,
ze jeden z nich je pravy. Ak v trojici nie je ani P, ani F', postupuje Tubovolne.

Pri opisanej stratégii sa neda zistit, ktory z kamenov P a F je pravy a ktory falosny,
pretoze ich ziadna zo znalcovych odpovedi nerozlisi.

2. Ndjdite vsetky dvojice redlnych cisel k, | také, Ze merovnost
ka® + 1b* > c?

plati pre dizky strin a, b, ¢ lubovolného trojuholnika. (Patrik Bak)

RieSenie. Predpokladajme, Ze dana nerovnost pre nejaka dvojicu k, I plati pre dlzky
stran a, b, ¢ lubovolného trojuholnika. Ked do nej dosadime a = 1, ¢ = 1 a Tubovolné
kladné b < 2 (trojuholnik s takymito dizkami stran zjavne existuje), dostaneme nerov-
nost k + 1b?> > 1. Keby bolo k < 1, Tahko by sme nagli b > 0 dostato¢ne malé na to, aby
tato nerovnost uz neplatila, preto musi byt & = 1. Analogicky musi byt [ = 1.

V kartezidnskej stradnicovej sustave zvolme body A[—1,0], B[1,0], C[z,y]; body
A, B, C st vrcholmi trojuholnika pre Tubovolné redlne x a Tubovolné redlne y # 0
a az na podobnost tak mozno umiestnif fubovolny trojuholnik. Po dosadeni dizok stran
trojuholnika ABC' (Tahko ich vypocitame z Pytagorovej vety) prejde zadana nerovnost
na tvar

E((x —1)% +92) +1((x +1)% +y?) > 4,
(k+Dz?+2(l—k)z+k+1—4>—(k+1)y* (1)

T4 musi platit pre kazdé = a Iubovolné y # 0. Pritom pre pevné x dokézeme volbou
hodnoty y dosiahnut Tubovolné zdporné hodnoty vyrazu V(y) = —(k + 1)y? na pravej
strane predchadzajicej nerovnosti, lebo (ako uz vieme) k+I > 0. Preto musi pre kazdé x
platit

(k+Dx*+2(0—k)x+ (k+1—-4) 20, (2)
¢o vzhladom na kladny koeficient pri mocnine z? na lavej strane nastane prave vtedy,

ked prislusny diskriminant D = 4(l — k)? — 4(k + 1 — 4)(k + ) nie je kladny. Nerovnost
D < 0 lahko upravime na ekvivalentni podmienku kl = k + 1.
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Zistili sme teda, ze ak dand nerovnost plati pre Iubovolnt trojicu dizok stran
trojuholnika, spliiaja ¢isla k a [ okrem nerovnosti k > 1 a l > 1 aj podmienku

kl > k41, (3)

Z tvahy o diskriminante naopak vyplyva, Ze ak ¢isla k =2 1 a [ 2 1 podmienku (3)
splhaju, plati nerovnost (2) pre kazdé reélne x. Kedze pre také k, | je hodnota V (y) pre
kazdé y # 0 zaporné, vyplyva z platnosti (2) pre ubovolné = nerovnost (1) pre vSetky
pripustné dvojice x, y, a td uz je ekvivalentna zadanej vlastnosti. Uvedend podmienka
je teda aj postacujuca.

Konjunkcia nerovnosti ¥ =2 1,1 =2 1 a kIl =2 k + [ je teda podmienka nutné
i postacujuca. Kedze z tretej nerovnosti vyplyva k # 1 (rovnako ako [ # 1), mdéZeme
hladanti mnozinu vyhovujacich dvojic (k,[) zapisat zrejme takto:

(B, 01): k>1A12E/(k— 1)}

Iné rieSenie. Predpokladajme, Ze dand nerovnost pre nejakti dvojicu k, [ plati pre
dlzky stran a, b, ¢ Iubovolného trojuholnika. Z platnosti nerovnosti pre trojuholnik,
v ktorom a =1, b =1, ¢ = /2, vyplyva, ze k +1 > 2, &ize asponi jedno z ¢isel k, | musi

Podla kosinusovej vety plati ¢? = a? + b®> — 2abcos~y. Dosadenim do zadanej
nerovnosti dostaneme po tprave ekvivalentni nerovnost

a®(k — 1) +b*(1 — 1) 4+ 2abcosy > 0.

Vdaka predpokladu k£ > 1 mozno pre lubovolné v € (90°,180°) zvolit trojuholnik
s tupym uhlom v a so stranami a = —cosy > 0 a b = k — 1. Dosadenim do poslednej
nerovnosti po jednoduchej tiprave vidime, Ze pre ¢isla k a [ musi platit (k —1)(I — 1) >
> cos?~y. Pritom pre v € (90°,180°) moze vyraz cos®~y nadobtdaf kazdt hodnotu
z intervalu (0, 1). Aby posledna nerovnost platila pre vsetky uvedené hodnoty uhla -,
musi nutne platit (kK —1)(I — 1) = 1. A kedze k > 1, musi byt aj [ > 1.

Dokéazeme, ze spolu s oboma podmienkami & > 1 a [l > 1 je odvodena podmienka

k-D(-1) 21 (4)

aj postacujtca. Pri ich splneni st é&isla a?(k — 1) a b*(I — 1) kladné, a plati tak pre ne
nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom, preto

a’(k —1) 4+ b*(1 = 1) + 2abcosy = 2aby/(k — 1)(1 — 1) + 2abcosy >
= 2ab + 2abcosy = 2ab(1 + cosv) > 0,

¢im je dokaz ukonceny.

OpiSme tentoraz hladant mnozinu vyhovujicich dvojic (k,l) geometricky, a to
bodmi so suradnicami [k, [] v kartezidnskej stistave stiradnic Okl. Rovnost v (4) popisuje
rovnoosovil hyperbolu so stredom v bode [1, 1] a asymptotami s rovnicami k = 1 al = 1.
Preto nerovnost (4) spolu s podmienkami & > 1 a [ > 1 urcuje ¢ast prvého kvadrantu
y,had“ tou vetvou hyperboly, ktora v nom cela lezi, pritom samotné body vetvy do
uréenej mnoziny, ktori sme mali najst, taktiez patria.
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Iné riesenie. Vysvetlime najskor, Zze dvojica redlnych c¢isel (k,l) mé pozadovani
vlastnost prave vtedy, ked pre Tubovolné kladné ¢isla a, b plati

ka? +1b® 2 (a + b)2. (5)

Tato podmienka je urcite postacujuca, lebo pre strany a, b, ¢ kazdého trojuholnika
plati a + b > ¢ > 0, a teda aj (a + b)? > ¢?, ¢o spolu s (5) vedie na nerovnost zo
zadania tlohy. Keby naopak pre niektoré kladné ¢isla a, b nerovnost (5) neplatila, bola
by ststava nerovnosti

ka® + 1b? < 2? < (a + b)?

splnend pre kazdé z z nejakého otvoreného intervalu s pravym krajnym bodom a + b,
Trojuholnik so stranami a, b, ¢ by potom nespliial nerovnost zo zadania tlohy. Nasa
podmienka spojena s nerovnostou (5) je tak nielen postac¢ujtca, ale aj nutna na to, aby
dvojica ¢isel (k,1) vyhovovala zadaniu.

Ak upravime nerovnost (5), ktord mé platit pre vsetky a,b > 0, na tvar

(k —1)a® + (I — 1)b* = 2ab, (6)

vidime, Ze je nutne k > 1, pretoze v pripade k < 1 by lava strana (6) pri pevnom b > 0
bola v premennej a € (0,00) zhora ohraniend, zatial ¢o prava strana nie. Rovnako tak
je nutne [ > 1. Preto mozno nerovnost (6) upravit na tvar

(aVk—1—b/I—1)*=22(1 =/ (k= 1)(I — 1))ab.

Ukéazeme, ze za predpokladu k,l > 1 poslednd nerovnost plati pre vSetky a,b > 0
prave vtedy, ked je (k — 1)(I — 1) = 1. Nutnost tejto podmienky vyplyva po dosadeni
(kladnych) hodnot @ = I —1 a b = Vk — 1, jej postacujucost je zrejmé z toho, Ze
prava strana potom bude nekladnd, zatial ¢o lava strana je nezaporna. Dospeli sme tak
k rovnakému vymedzeniu vyhovujtcich dvojic (k,) ako v predchadzajicom rieseni.

3. Ndjdite vsetky funkcie f:R — R take, Ze pre vsetky redlne cisla x, y plati

fly—=y) = f(@)y+ (z = 1)*f(y).
(Pavel Calabek)

RieSenie. Dosadenim z = 1 dostaneme, Ze pre vSetky redlne y plati f(0) = f(1)y,
teda nutne f(0) = f(1) = 0. Dosadenim y = 1 do danej rovnice potom pre kazdé x
dostaneme

fd—=) = f(z).
Nech t je TubovoIné realne ¢islo, dosadenim z = 1 — ¢ dostaneme
flty) = fF(L =ty + £ f(y) = fFt)y + 2 f(y) (1)

pre kazdé redlne y. Zamenou premennych ¢ a y dalej ziskame
Fit+y>f(t) = fyt) = f(ty) = ft)y + 2 f(y),
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takze f(t)(y* —y) = f(y)(t?> —t), ¢o pre y = 2 déva
f) =352 1), teR.

Dosadenim do povodnej rovnice zo zadania lahko overime, ze konstanta a = f(2)/2
v odvodenom predpise f(z) = ax(x — 1) moze byt Tubovolné realne ¢islo:

f@y+ (x—1°f(y) = ax(z — Dy + (z — 1)’ay(y — 1) =
=a(z—Ly(z+ay—z—y+1)=
=a(l—2)y(1—2)y—1) = f(L—2)y) = f(y — 2y).

4. KazZdej postupnosti zloZenej z n nul a n jednotiek priradime cislo, ktoré je poctom
usekov rovnakych cifier v nej. (Napriklad postupnost 00111001 md 4 také dseky 00, 111,
00, 1.) Pre dané n scitame vsetky cisla priradené jednotlivgm takym postupnostiam.

Dokazte, Ze vysledny sucet je rovny
2n
n+1 .
(%)

Riesenie. Uvazujme konkrétnu postupnost a pocitajme zlava, kolko tisekov obsahuje.
Novy tsek zapocitame po jeho ukondceni, ¢ize ked narazime na zmenu cifry alebo na

.....

(Patrik Bak)

ktorym predchadza odlisna cifra (budeme hovorit, Ze v miestach takych cifier nastava
zmena useku). Namiesto poc€itania tsekov v jednotlivych postupnostiach budeme podi-
tat postupnosti, ktoré v danom mieste zmenu tiseku obsahuja.

Moznych miest pre zmenu tseku je 2n — 1 (vSetky miesta okrem prvého), pre
volbu cifry v mieste zmeny tseku st dve moznosti, pricom predchadzajica cifra je
tym jednoznac¢ne uréend. Na zvy$nych miestach je v kazdej takej postupnosti lubovolne
rozmiestnenych n — 1 jednotiek a m — 1 nul, dand zmena tseku sa preto nachadza
4 (2::12) roznych postupnostiach. Celkovo tak médme 2(2n — 1) réznych zmien tsekov
a kazda je obsiahnuta v (2:__12) postupnostiach. K tomu je nutné pripocitat jednotku
za kazdu postupnost kvoli tsekom kondiacim na pravom okraji; postupnosti je pritom
(27?) Spolu tak pre vysledny stcet dostavame

=57 )+ () =2 () () = () + () -
_ n(i’f) " <2:) _(n+ 1)(2:),

pricom sme dvakrat vyuzili zrejmua identitu



Iné riesenie. Vyuzijeme tivodna tivahu z predchadzajiceho riesenia, z ktorej vyplyva,
ze vysledny sucet je rovny stiétu poctu moznych postupnosti a poctu dvojic 01 a 10
v nich dokopy obsiahnutych. Zo symetrie je jasné, Ze stac¢i urcit len pocet dvojic 01
a vysledok vynéasobit dvoma.

Uvazujme postupnost, ktord obsahuje presne k dvojic 01. Tieto dvojice rozdeluju
zvysok postupnosti na k41 tisekov, pricom v kazdom je nezaporny pocet nil a jednotiek
v jednoznacne uréenom poradi (vidy najskor pripadné jednotky a potom pripadné
nuly). Staéi preto ur¢it pocet spésobov rozmiestnenia n — k nil a n — k jednotiek do
k + 1 tsekov; podla zndmeho vzorca pre kombinacie s opakovanim je to (Z) moznosti

pre nuly a (Z) moznosti pre jednotky, ¢ize celkom (2)2 moznosti. Celkovy stucet je teda

£ ()

Na zaverecny dokaz, ze (1) dava pozadovany vysledok, vyuZijeme zndmu identitu
Shol k) = (2") a symetriu () = (,,",) kombina¢nych &sel:

n

3o (1) = () () -
) o) S 0 ()

Dosadenim do (1) tak pre hladany stcet dostavame n(Q”) + (2”) =(n+ 1)(25)

n

Iné riesSenie. Pre n = 1 je tvrdenie zrejmé. Nech n = 2. Pre kazdy mozny tsek
rovnakych cifier spoc¢itame, v kolkych postupnostiach sa na danom mieste nachadza.
Zrejme staci uvazovat iba tseky nil a vysledok potom vynésobit dvoma.

Vezmime teda tsek k nul, pricom 1 < k& < n. Ak sa tento Gisek nachadza na jednom
z oboch okrajov, ohranicuje ho prave jedna jednotka a na zvysnych 2n — k — 1 miestach
je lubovolne rozmiestnenych n — k ntl a n — 1 jednotiek. Ak sa isek nachadza na jednej
zo zvysnych 2n — k — 1 pozicii, je ohranic¢eny z kazdej strany jednotkou a na zvysnych
2n—k—2 miestach je lubovolne rozmiestnenych n— k& nal a n—2 jednotiek. Prispevok py
usekov tvorenych £ nulami do sktimaného stuctu je teda

2n—k—1 2n —k — 2
pk—Z( "1 >+(2n—k:—1)( o >_

_ 2(2nn—_k1— 1) e 1)(2nn—_k:1— 1) _ (n+1)(2nn—_l<:1— 1).

Na urcenie celkového suctu 2(p; + p2 + ... + pp) potrebujeme vypoditat

5 = (Zj)+(nﬁl)+...+<2:_—f).

Stucet na pravej strane udava pocet vsetkych n-prvkovych podmnozin mnoziny {1, 2, ...,
2n — 1}, ked ich budeme pocitat roztriedené do skupin podla ich najvécésieho prvku,
ktorym je jedno z ¢isel n,n + 1,...,2n — 1. Preto plati S,, = (2" 1) takze hladany
stiet je 2(n +1)(*" 1) = (n+1)(*").



5. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' s priesecnikom vysok H. Os uhla BHC' pretina
stranu BC v bode D. Oznacme postupne E a F obrazy bodu D v osovych simernostiach
podla priamok AB a AC. Dokazte, Ze kruznica opisand trojuholniku AEF prechdadza
stredom kruznicoveho oblika BAC. (Patrik Bak)

Riesenie. Ozna¢me k kruznicu opisant trojuholniku ABC. Polpriamka AH pretina
kruznicu k£ v bode H' # A, o ktorom je zname, Ze je obrazom bodu H v osove]
stmernosti podla strany BC'. Preto priamka H'D (ako obraz osi HD uhla BHC) je osou
uhla BH'C a na zaklade znamej vlastnosti osi uhla prechadza stredom G oblika BAC
(obr.1).

Ozna¢me zvycajnym sposobom «, (3, v velkosti vnutornych uhlov trojuholnika
ABC'. Kedze body B, G, A, H' lezia na kruznici k (a body G, A na obliku BAC
kruznice k), plati |{BGD| = |{BGH'| = | BAH'| = 90°—f. Z definicie bodu E potom
vyplyva | BED| = |[{BDE| = 90° — 3, a kedze body E aj G lezia v polrovine BC A,
lezia body B, D, G, E na kruznici. Ich poradie zavisi na velkostiach uhlov EBD a GBD:
pokial |[{EBD| > |£GBD|, ¢ize 23 > 90° — 2 (bod G je stredom obluka BAC), bude
ich poradie B, D, G, E, inak B, D, E, G (pre 23 = 90° — %a, ¢ize v = 34, ale vyjde
E = G, v tom pripade je vSak tvrdenie tlohy splnené trivialne). Podla toho je potom
bud |[{EGD| = 180° — |{EBD| = 180° — 23 (obr. 1), alebo |{EGD| = |{EBD| =24
(obr. 2).

Obr. 1 Obr. 2

Analogicky mozno ukézat, ze aj body C, D, G, F lezia na kruznici, a to prave
v tomto poradi, ak 2v > 90° — %a, inak v poradi C, D, F, G (pri F' = G je tvrdenie
ulohy uréite splnené). Pre velkost uhla DGF potom podla toho plati bud |{DGF| =
= 180° — 2+, alebo |[{DGF| = 2.

Z podmienok 23 > 90° — %a a2y >90°— %a pritom musi byt splnené asponi jedna,
inak by bolo 28 + 2y < 2(90° — a) = 8+ .

V kazdom pripade mozeme z oboch tetivovych stvoruholnikov so spolo¢nou stra-
nou DG vyjadrit velkost uhla EGF'. Pritom velkost uhla EAF poznédme, z definicie
bodov F a F' totiz vyplyva

|{EAF| = |{EAD| + |{DAF| = 2|{BAD| + 2|4DAC| = 2|4 BAC| = 2a
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a zaroven vidime, ze priamka E'F oddeluje body A a D, pretoze uhol « je ostry. Musime
preto rozobrat tri pripady.
1. Stvoruholniky BDGE a CDGF st tetivové, takze plati

|{EGF| = |{EGD| + |£DGF| = 180° — 23 4 180° — 2y = 2a = |{EAF).

To znamena, Ze je konvexny aj Stvoruholnik D FGE, takze jeho uhlopriecka EF' oddeluje
protilahlé vrcholy D a G. Preto oba body G aj A lezia v jednej polrovine vzhladom
na E'F. Z vety o obvodovych uhloch tak vyplyva, ze body F, G, A, F lezia na kruznici.

2. Stvoruholniky BDEG a CDGF su tetivové. V tomto pripade |{ EGD| = 23
a |[ADGF| = 180° — 27, a kedze 25 + 2y > 180°, je |[{EGD| > |{DGF|, takze bod G
lezi v polrovine EFD (obr.2) a plati

|{EGF| = |{EGD| — |{DGF| = 28 — (180° — 2v) = 180° — 2a,

¢ize |[{EAF|+|{EGF| = 180°, ¢o spolu s tym, Ze body A a G st v réznych polrovinach
vzhladom na priamku E'F, implikuje, Ze body F, A, E, GG lezia na jednej kruZnici.

3. Stvoruholniky BDGE a CDFG st tetivové. Tento pripad je ekvivalentny pre-
doglému, ked zamenime Bs C a E s F.

Poznamky. Ak budeme pracovat s orientovanymi uhlami dvoch priamok, méZeme sa
vyhntt rozboru uvedenych troch pripadov. Zistent skuto¢nost, ze body B D, F, G’ lezia

na kruznici, mozno charakterizovat rovnostou (orientovanych) uhlov EGD = EBD
(samozrejme poc1tame modulo 1800) a podobne pre druht kruznicu DGF = DCF. Je
teda EGF = EGD + DGF = EBD + DCF = 180° — 25 + 180° — 27 = 2a ¢o sme
potrebovali dokazat, lebo z definicie bodov E a F' zrejme EAF = EAD + DAF = 2a.

Ukéazeme este, ze klucovy poznatok celého riesenia o $tvoriciach bodov (B, D, E, G)
a (C, D, F,G) mozno dokazat aj inym, trigonometrickym postupom.

Ozna¢me |{BGD| = ¢, |[{DGC| = ¢ a P pitu vysky AH (obr.3). Kedze HD je
os uhla BHC, plati

|\BD| |BH|  |PH| |PH| _ sin(90° — f)
|CD| ~ |CH| sin|4PBH| sin|{PCH| sin(90° — )"

Z rovnosti |GB| = |GC| a z dvojakého vyjadrenia pomeru obsahov trojuholnikov BGD
a CGD vyplyva
sing  |BD|

sinyy  |CD|’

Pritom ¢+ = o = (90° — ) 4+ (90° — ). Spojenim oboch rovnosti tak pre ¢ € (0°, @)

dostavame rovnicu
sinp  sin(90° — )

sin(a — ) sin(90° — )"

Podiel na Tavej strane je v uvedenom intervale rasttiica funkcia premennej ¢, takze
rovnica mé (pre dany trojuholnik) jediné rieSenie. Zjavne ¢ = 90° — 5 v danom intervale
lezi a rovnici vyhovuje. Preto tiez ¥ = 90° — 7.

7



A
Obr. 3

Trojuholnik DE B je rovnoramenny so zékladiiou DE, preto |{ BED| = |{ BDE| =

= 90° — 8 = |£BGD|. Body E, G pritom lezia v tej istej polrovine vzhladom na
priamku BD, preto lezia body B, D, FE, G na kruznici. Rovnaké tvrdenie o bodoch D,
C, F, G vyplyva z dokadzanej rovnosti ¢y = 90° — .
Iné riesSenie. Z definicie bodov E a F je zrejmé, ze pre (orientovany) uhol FAF
plati EAF = 2a. Oznacme postupne Hy, H3 body simerne zdruzené s priesecnikom
vySok H daného trojuholnika podla jeho stran AC, resp. AB. Tie, ako je zname, lezia
na kruznici k opisanej trojuholniku ABC' (obr. 4).

Kedze DH je os uhla BHC a CH || DE, je |{HsED| = |{HDE| = |{DHC| =
= 2|4BHC| = 90° — 1a. Rovnaki velkost m& vsak aj orientovany uhol CH,G nad
oblikom CG, lebo ten je polovicou obluka CAB, preto C’/H?J = D/EF3. A kedze
CHs || DE, znameni to, Ze body G, Hs a FE lezia na jednej priamke. Podobne lezia
na jednej priamke aj body G, Hy a F', takze EGF = H?C—;’T‘IQ = ng = W +
+ ﬁQ =2a = @7, ¢o sme chceli dokazat.




Pozndamka. Obr.4 zvadza k jednoduchému zéveru, ze uhol EGF lahko dopocitame
z vnutornych uhlov stvoruholnika EDFG:

|AEGF| =360° — |[{GED| — |£DFG| — |{EDF| = 360° — 4(90° — ) = 2cv.

Predpoklady tlohy v8ak konvexnost stvoruholnika ED F'G bohuzial nezaruc¢uju (obr. 5).

Obr. 5

6. Dane je nenulové celé cislo k. Dokdzte, Ze rovnici

% — zy + 212
r+y

k—
vyhovuje nepdrny pocet usporiadanych dvojic celych cisel (x,y) prave vtedy, ked k je
deliteln€ siedmimi. (Patrik Bak)

Riesenie. Po vynasobeni oboch stran danej rovnice vyrazom x + y dostaneme rovnicu
2? —xy+ 22 = k(z +y). (1)

Kazdé rieSenie (z,y) danej rovnice je aj rieSenim rovnice (1), tej vSak mozu navysSe
vyhovovat aj dvojice, pre ktoré z +y =0, t.j. y = —x.
Dvojica (z,—x) je riesenim (1) prave vtedy, ked plati z? + 22 + 222 = k - 0, cize
x = 0. Rovnica (1) ma preto prave o jedno rieSenie viac ako dana rovnica, a tak staci
dokazat, ze rovnica (1) ma parny pocet celociselnych rieseni prave vtedy, ked 7 | k.
Rovnicu (1) ekvivalentne upravime na tvar kvadratickej rovnice

2? —x(y+k)+2y° —ky=0 (2)
s neznamou z. Pre jej diskriminant plati

D(y) = (y+ k)> — 42y — ky) = k* + 6ky — 7y° = (k — y)(k + Ty) = (3)
= —T(y— 2k)* + 1882,



¢o je pre kazdé k zhora ohranicena kvadratickd funkcia. Rovnica (2) méa teda pre kazdé
celé k nezaporny diskriminant D(y) iba pre konecne vela celych ¢isel y, a moze tak mat
iba koneény pocet celoéiselnych rieseni (z,y).

Ak je D(y) > 0 pre nejaké celé ¢islo y, mé rovnica (2) prave dve reédlne rieSenia,
ktoré mozu byt celociselné len sticasne, kedze ich stucet y + k je celé ¢islo. Pre kazdé
také y ma teda (2) vzdy parny pocet rieseni.

Z vyjadrenia (3) vidime, ze D(y) = 0 pre y = k alebo pre y = —1k. V prvom
pripade sa rovnica (2) redukuje na rovnicu (z — k)2 = 0 s dvojnasobnym koretiom z =
= k, rovnica (1) ma teda jediné rieSenie (k, k) so zlozkou y = k. V druhom pripade
je y celodiselné prave vtedy, ked je ¢islo k delitelné siedmimi, a potom mé rovnica (2)
dvojnésobny koren z = 2k, teda (2k,—1k) je jediné rieSenie rovnice (1) so zlozkou
y = —zk. Navyse obe rieSenia (k, k) aj (2k, —1k) st rozne, kedze k # 0.

Vidime teda, ze rovnica (1) ma parny pocet celo¢iselnych rieseni prave vtedy, ked
je ¢islo k delitelné siedmimi. Tym je tvrdenie tlohy dokdzané.

Iné rieSenie. Rovnako ako v prvom rieseni skimame, kedy mé rovnica (1) parny pocet
celociselnych rieseni.
Rovnicu (1) upravime na tvar

72z —y — k)* + (Ty — 3k)* = 16k>. (4)

Kedze pre dané k zrejme existuje iba koneény pocet celych ¢isel a, b takych, ze
7a® + b? = 16k2, (5)
ma rovnica (4) iba kone¢ny pocet celo¢iselnych rieseni, ktoré ziskame riesenim sistav

2¢ —y — k = a, (6)
Ty — 3k =b, (7)

prislichajucich vSetkym celo¢iselnym rieseniam (a, b) rovnice (5). Z ich tvaru vyplyva,
ze zlozky a, b maju vzdy rovnaka paritu. Vdaka tomu vidime, ze ak m4 rovnica (7)
celociselné riesenie y, ktoré tak ma rovnakt paritu nielen ako ¢islo £+ b, ale aj ako ¢islo
k + a, je ¢islo y + k + a parne, a teda aj rovnica (6) ma pre dotyéné k a b celociselné
riesenie x.

Z poslednej uvahy vyplyva, ze dve stustavy (6) a (7), ktoré zodpovedaju ,zdruze-

nym* rieSeniam (a, b) a (—a, b) (pricom a # 0) rovnice (5), maji bud po jednom rieseni
(s rovnakym y a roznymi z), alebo Ziadne rieSenie nemaju. Jediné takto nezdruzené
celoCiselné rieSenia rovnice (5) st zrejme (0,4k) a (0, —4k) (pripomenme, ze k # 0
podla zadania), takze parita po¢tu celo¢iselnych rieseni rovnice (4) je zhodna s paritou
celkového poctu celociselnych rieseni dvoch prisluchajucich sustav (6) a (7); pre (a,b) =
= (0,4k) to je (z,y) = (k, k), pre (a,b) = (0, —4k) vyhovuje (z,y) = (£k, —1k). Preto
je skiimané parita parna prave vtedy, ked 7 deli k. K hotovému dokazu dodajme, Ze
sme pri nasich tvahach mléky vyuzivali zrejmy poznatok, Ze roznym dvojiciam (a,b)
zodpovedaju rozne rieSenia (x,y) sustav (6) a (7).
Pozndmka. Rovnica (1), ako je vidno aj z jej upraveného tvaru (4), je pri nenulovom k
rovnicou elipsy so stredom (%k, %l{:), a ak je k = Tm pre m celé, je s kazdym bodom (z, y)
bodom elipsy aj bod (10m — x,6m — y), takze mrezové body tu vystupuja v dvojiciach,
je ich teda parny pocet.
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