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66. rocnik Matematickej olympiady
2016/2017 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z8

1. Tri kamardtky vevericky spolu vyrazili na zber lieskovych orieskov. Rysavka ich nasla
dvakrdt viac ako Pizizubka a Uska dokonca trikrdt viac ako Pizizubka. Cestou domov
sa zhovarali a pritom luskali a jedli svoje oriesky. Pizizubka zjedla polovicu vsetkych
orieskov, ktoré nazbierala, Rysavka tretinu vsetkych svojich orieskov a Uska Stvrtinu
tych svojich. Doma vevericky zistili, Ze im dokopy zvysilo 196 orieskov. Kolko orieskov
nasla kazda z vevericiek? (Michaela Petrova)

Napad. Aku cast vSetkych najdenych orieskov doniesli vevericky domov?
Riesenie. Ak mnozstvo orieskov, ktoré nasla Pizizubka, oznac¢ime x, tak RySavka nasla
2x orieskov a Uska 3x orieskov.

e Pizizubka zjedla polovicu svojich orieskov, zvysilo jej %x orieskov.

e Rysavka zjedla tretinu svojich orieskov, zvysilo jej % <2 = %x orieskov.

e Uska zjedla Stvrtinu svojich orieskov, zvysilo jej % -3x = %x orieskov.

Vsetkym veverickdm spolu zvysilo
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orieskov, ¢o je podla zadania rovné 196. Takze
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Pizizubka nasla 48 orieskov, RysSavka 2 - 48 = 96 orieskov a Uska 3 - 48 = 144 orieskov.

2. Na kazZdej stene pravidelného osemstena je napisané jedno z cisel 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
a 8, pricom na roznych stendch su rozne cisla. Pre kaZdu stenu Jaro urcil sucet cisla
na nej napisaneho s c¢islami troch susednych stien. Takto dostal osem siuctov, ktoré tiez
scital. Aké hodnoty moZe tento vysledny sucet nadobudat? (Jaroslav Zhouf)

Napad. Kolkokrat je kazdé ¢islo zapocitané do celkového stuctu?

Riesenie. Cislo na kazdej stene je zapoéitané celkom v $tyroch ¢iastoénych stétoch
(kazda stena sa pocita raz ako prostrednd a trikrat ako susednd). Preto je aj vo
vyslednom sucéte kazdé z cisel zapocitané Styrikrat. Vysledny sucet teda nadobuda
hodnotu

4-(14+2+34+44+5+6+7+8)=4-36=144,

a to nezavisle na tom, ako boli ¢isla na stendch osemstena napisané.



3. Pri strelbe z luku sa okrem iného sleduje vykonnost strelca. Ta sa pocita tak, Ze sa zo
vsetkych pokusov odoberie jeden najlepsi a jeden mnajhorsi a z hodnotenia zvysniych sa
spocita aritmeticky priemer. Kamardti Peter, Juraj, Michal a Zdeno strielali po jednom
sipe v styroch kolach. KaZdd strela bola hodnotend celym cislom od 0 do 10. V kazZdom
kole bol sucet hodnoteni vsetkych chlapcov 32 bodov, ale ani v jednom kole nemali Ziadni
dvaja chlapci rovnaké hodnotenie. V nasledujicej tabulke st vyplnené iba niektoré idaje
z uwvedeneho zdpasu, doplnte tie chybajice.

1. kolo 2. kolo 3. kolo 4. kolo vykonnost
Peter 5] 10
Juraj 9 10 7,5
Michal 8
Zdeno 8,56
celkom 32 32 32 32 —

(Monika Dillingerova)

Napad. Zac¢nite s Petrom.

Riesenie. KedZe vykonnost Petra bola 10, musel nastrielat v prvych troch kolach po
10 bodov. Kedze stcet hodnoteni v 3. kole bol 32 bodov, musel Zdeno v tomto kole
trafit 8 bodov. KedZe stcet hodnoteni v 4. kole bol 32 bodov, musel byt sticet hodnoteni
Michala a Zdena v tomto kole 17 bodov. KedZe v Ziadnom kole nemali ziadni dvaja
chlapci rovnaké hodnotenie, mohli mat v tomto kole

a) bud Michal 9 a Zdeno 8 bodov,
b) alebo Michal 8 a Zdeno 9 bodov.

Predpokladajme moznost a) a pokisme sa doplnit tabulku

1. kolo 2. kolo 3. kolo 4. kolo vykonnost
Peter 10 10 10 ) 10
Juraj 9 10 7,5
Michal 5 9 8
Zdeno 8 8 8,9
celkom 32 32 32 32 —

Aby vykonnost Zdena bola 8,5 = 17 : 2, musel v prvych dvoch kolach trafit po 9 bodov.
Aby vykonnost Michala bola 8 = 16 : 2 a aby v Ziadnom kole nemal rovnaké hodnotenie
ako Zdeno, musel v prvych dvoch kolach trafit po 8 bodov. Aby stucet hodnoteni v 1.
aj 2. kole bol 32 bodov, musel Juraj v tychto dvoch koléch trafit po 5 bodov. V takom
pripade by vSak jeho vykonnost nebola 7,5 (ale iba 7). Moznost a) preto nemohla nastat.
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Predpokladajme moznost b) a pokisme sa doplnit tabulku

1. kolo 2. kolo 3. kolo 4. kolo vykonnost
Peter 10 10 10 ) 10
Juraj 9 10 7,5
Michal 5 8 8
Zdeno 8 9 8,9
celkom 32 32 32 32 —

Aby vykonnost Juraja bola 7,5 = 15 : 2, musel v jednom z prvych dvoch kol trafit
6 a v druhom 6 alebo menej bodov. Aby vykonnost Michala bola 8 = 16 : 2 a aby
v ziadnom kole nemal rovnaké hodnotenie ako Peter, musel v jednom z prvych dvoch
kol trafif 8 a v druhom 8 alebo 9 bodov.

Keby Juraj trafil 6 bodov v rovnakom kole ako Michal 8, tak by Zdeno v rovnakom
kole musel trafif 8 bodov (aby bol stéet hodnoteni v tomto kole rovny 32 bodov). To
by vSak Michal a Zdeno mali rovnaké hodnotenie, preto tato moznost nastat nemohla.

Juraj teda musel trafit 6 bodov v inom kole ako Michal 8. Predpokladajme, Ze
sa tak stalo v 1. kole a poktusme sa doplnit tabulku (z predchadzajtceho vyplyva, ze
Michal v tom istom kole musel trafit 9 bodov)

1. kolo 2. kolo 3. kolo 4. kolo vykonnost
Peter 10 10 10 ) 10
Juraj 6 9 10 7,5
Michal 9 8 5 8 8
Zdeno 8 9 8,9
celkom 32 32 32 32 —

Aby sticet hodnoteni v 1. kole bol 32 bodov, musel Zdeno v tomto kole trafif 7 bodov.
Aby vykonnost Zdena bola 8,5 = 17 : 2, musel v druhom kole trafit 9 bodov. Aby stcet
hodnoteni v 3. kole bol 32 bodov, musel Juraj v tomto kole trafit 5 bodov. Kedze 5 je
mensie ako 6, stithlasi vykonnost Juraja so zadanim. Nasli sme jedno vyhovujice rieSenie

ulohy:

Juraj v8ak mohol trafit 6 bodov v 2. kole. V takom pripade by vysledna tabulka
mala vymenené hodnotenie pri 1. a 2. kole.

1. kolo 2. kolo 3. kolo 4. kolo vykonnost
Peter 10 10 10 ) 10
Juraj 6 5 9 10 7,5
Michal 9 8 5 8 8
Zdeno 7 9 8 9 8,9
celkom 32 32 32 32 —




4. Lichobeznik ABCD je useckou C'E rozdeleny na trojuholnik a rovnobeznik, pozri
obrazok. Bod F je stredom usecky CE, priamka DF prechddza stredom usecky BE
a obsah trojuholnika CDE je 3 cm?. Urcte obsah lichobeznika ABCD.

D C

A E B

(Eva Semerddova)

Stred tsecky BF, ktorym podla zadania prechadza priamka DF', oznacime G.

Usecka F'G je strednou prieckou trojuholnika BC'E, ktora je rovnobezna so stranou BC.

Preto stvoruholnik GBC'D je rovnobeznikom, a teda plati, ze tsecky EG, GB, DC a AE
su navzajom zhodné.

D C D C
/% m
A E G B A E G B
Lichobeznik ABC D tak moézeme rozdelit na $tyri trojuholniky AED, DCE, EGC

a GBC s rovnakym obsahom (prvé tri trojuholniky st dokonca navzajom zhodné).
Obsah lichobeznika je preto rovny Stvornasobku obsahu trojuholnika CDF; t.j.

4.3 =12 cm?>.

Pozndmka. Trojuholniky DFC' a GFE st zhodné, preto méa rovnobeznik AEC D rov-
naky obsah ako trojuholnik AGD, a ten je zhodny s trojuholnikom EBC. (V oboch
pripadoch mozno zhodnost trojuholnikov zdoévodnit niekolkymi sposobmi, napr. podla
vety usu.) Obsah lichobeznika ABC' D je preto rovny dvojnasobku obsahu rovnobeznika
AECD, a ten je rovny dvojnasobku obsahu trojuholnika CDFE.

7 uvedeného tiez vyplyva, ze obsah trojuholnika FBC' je Stvornasobkom obsahu
trojuholnika DF'C', a ten je rovny polovici obsahu trojuholnika CDFE.

5. Mamicka doniesla 10 zdkuskov troch druhov: kokosiek bolo menej ako laskoniek
a najviac bolo karamelovych kociek. Jozef si vybral dva zakusky roznych druhov, Jakub
urobil to isté a na Jdna zvysili iba zdkusky rovnakého druhu. Kolko kokosiek, laskoniek
a karamelovych kociek mamicka doniesla? (Veronika Hucikova)

Ked sa k zakuskom dostal Jan, bolo ich 6 rovnakého druhu, a to karamelovych
kociek — keby to boli kokosky alebo laskonky, muselo by kociek byt viac ako 6 a zakuskov
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celkom by potom bolo viac ako 10. Preto karamelovych kociek povodne bolo aspon 6
a mamicka priniesla

e bud 1 kokosku, 3 laskonky a 6 kociek,
e alebo 1 kokosku, 2 laskonky a 7 kociek.

Prvd moznost nie je vyhovujica — aby Jozef aj Jakub mali kazdy dva zakusky
roznych druhov, musel by aspon jeden z nich vybrat aj kocku, a to by ich potom na
Jana neostalo 6.

Druhé moznost je vyhovujtica — jeden z prvych dvoch chlapcov si vybral kokosku
a laskonku, druhy laskonku a kocku, na Jana zvysilo 6 kociek.

Mamicka priniesla 1 kokosku, 2 laskonky a 7 karamelovych kociek.

6. KaZdd tehlicka nasledujucej pyramidy obsahuje jedno c¢islo. Kedykolvek to je mozné,
je c¢islo v kaZdej tehlicke nagmensim spolocnym nasobkom cisel z dvoch tehliciek leZiacich
priamo na nej. Ktoré ¢islo mozZe byt v najspodnejsej tehlicke? Urcéte vsetky moZnosti.

13 14

(Alzbeta Bohinikova)

Napad. Aky je najmensi spoloény nasobok troch ¢isel, z ktorych jedno je delitelom
iného?

Riesenie. Cislo 30 m4 celkom 8 delitelov, ktoré mézu byt dosadené za A a B.

13 A B 14

C 30 D

Cislo C je najmensim spoloénym nasobkom 13 a A, ¢islo E je najmensim spoloénym
nasobkom C' a 30, teda E je najmensim spoloénym nasobkom ¢isel 13, A a 30. Kedze
A je delitelom ¢isla 30, je F najmensim spoloénym nasobkom ¢isel 13 a 30, t.j. 390 =
= 13- 30.

Podobne mozno zdovodnit, Ze bez ohladu na hodnotu B je F' najmensim spolo¢nym
nasobkom cisel 14 =2-7a30=2-3-5,t.j. 210 =7 - 30.

Cislo G v najspodnejsej tehlicke preto moze byt jedine najmensim spoloénym
nasobkom cisel 390 a 210, t.j. 2730 =7 -13 - 30.
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13 * * 14

Pozndmka. Keby sme uvazovali vSetky mozné dvojice ¢isel, ktorych najmensi spolo¢ny
nasobok je 30, dostali by sme celkom 27 moznosti. Doplianim jednotliv§ch pripadov
za A a B si kazdy skor ¢i neskor vSimne, Ze Cisla F, F, a teda aj G su stale rovnaké.
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