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66. ro¢nik Matematickej olympiady
2016/2017 Riesenia tloh krajského kola kategorie B

1. Najdite vsetky dvojice prirodzenych cisel a, b, pre ktoré plati

66 66
a+—=b+ —.
a b

(Jaromir Sims3a)

Riesenie. Anulovanim pravej strany upravime dant rovnicu na tvar

1 1 66 1
a—b 66(———) —(a—b (1——) = —(a—b)(ab— 66) = 0.
+66(— — ) =(a-1) ) = pla— ) )
Z toho vyplyva, ze hladané dvojice (a,b) prirodzenych ¢isel s prave tie, pre ktoré plati
a = b alebo ab = 66.

Ulohe teda vyhovuje nekoneéne vela dvojic prirodzenych ¢isel tvaru (a,b) = (k, k),
pri¢om k je Tubovolné prirodzené ¢islo, a kedze ¢islo 66 = 2-3-11 ma osem delitelov, tak
aj osem dvojic (a,b) € {(1,66), (2,33),(3,22),(6,11),(11,6),(22,3), (33,2),(66,1)}.

Za plné riesenie dajte 6 bodov. Za prosté konstatovanie, ze tllohe vyhovuju dvojice a = b (bez uvedenia
dalsich 8 rieseni), dajte 1 bod. Ak ziak upravi dant rovnicu na stéinovy tvar, avSak neuvedie dalsich

8 konkrétnych rieseni, dajte 3 body. V pripade, ze ziak neuvedie 1, resp. 2 (¢i 3) symetrické dvojice
z vypisu konkrétnych rieseni, strhnite 1, resp. 2 body.

2. Na kruznici k je vyznaceny konecny pocet jej obliukov, pricom ich zjednotenie pokryva
celti kruznicu k a kazdy oblik md diZku mensiu ako je obvod kruinice k. Dokdzte, Ze
existuje takd podmnoZina M danej mnoZiny oblikov, Ze siucet dizok vietkijch oblikov
z M nie je vicst ako dvojndsobok obvodu kruznice k a zaroven zjednotenie obliukov z M
pokryva celi kruznicu k. (Vojtech Balint)

Riesenie. Koncové body danych oblikov delia kruznicu k£ na kone¢ny pocet casti. Ak
kazda taka Cast je pokryta najviac dvoma z danych oblukov, tak stcet dizok oblikov
je najviac dvojnasobkom obvodu kruznice k.
V opa¢nom pripade existuje bod T' € k, ktory je vnttornym bodom (aspoii) troch
z danych kruznicovych oblikov. Oznac¢me O stred kruznice k. Po kruznici budeme
postupovat v kladnom smere a oznac¢ime tri obliky obsahujice T zoradené podla
ich podiatoéného bodu X X' YY' ZZ' pricom |[{XOT| 2 [LYOT| = |{£ZOT)|.
(V zmysle orientacie su teda body X, Y, Z ,pred“ bodom T a body X', Y’', Z'  za“
bodom T'.) Rozlisime tri pripady podla toho, ktory z trojice uhlov TOX', TOY', TOZ'
mé maximalnu velkost:
> Ak je to uhol TOX’, tak obluk X X’ pokryva obidva zvysné obliky YY' ZZ',
takze obidva tieto obliky mozeme vynechat, lebo ostatné obliky pokryjua cely
obvod kruznice.
> Ak je to uhol TOY”, tak zjednotenie oblikov X X’ a Y'Y’ pokryva obluk ZZ’,
takze tento mézeme vynechat, lebo ostatné obluky pokryju cely obvod kruz-
nice.
> Ak je to uhol TOZ’, tak zjednotenie oblukov X X’ a ZZ' pokryva obluk YY”,
takZe tento mozeme vynechat, lebo ostatné obluky pokryju cely obvod kruz-
nice.



Dokézali sme, Ze ak existuje ast, ktord je pokrytéa aspon tromi z danych oblikov,
tak z danej mnoziny oblikov méZzeme vynechat aspon jeden obluk. Koneénym poctom
opakovani tohto postupu dostaneme hladant mnozinu M.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za tvahu o existencii bodu pokrytého tromi obltkmi,
po jednom bode za uvedenie kazdého z troch mozZznych pripadov polohy trojice oblukov a 1 bod za
Zaver.

Ak ziak neuvazuje o maximalnom spomedzi uhlov TOX’, TOY’, TOZ’' a rozobera jednotlivé
mozné usporiadania trojice bodov X', Y’, Z’ spomedzi vsetkych Siestich moznosti, chybajice moznosti
adekvatne penalizujte.

3. V rovine su dané kruznice k a l, ktoré sa pretinaju v bodoch E a F. Dotycnica ku
kruznici | zostrojend v bode E pretina kruznicu k v bode H (H # E). Na obliku EH
kruznice k, ktory neobsahuje bod F, zvolme bod C (E # C # H) a priesecnik
priamky CE s kruznicou l oznac¢me D (D # E ). Dokdzte, Ze trojuholniky DEF o CHF
st podobné. (Sarka Gergelitsova)

RieSenie. Z rovnosti obvodovych uhlov nad tetivou H F kruznice k vyplyva |[{HCF| =
= |{HEF|. Uhol HEF je zaroven tsekovym uhlom prislichajicim tetive EF kruz-
nice [, ktory je vSak zhodny s obvodovym uhlom EDF (obr.1). Celkovo tak plati

\{HCF| = |{HEF| = |{EDF|. (1)
H k
L !
D
E
C
Obr. 1

Vzhladom na to, ze CEFH je tetivovy Stvoruholnik, je jeho vnatorny uhol pri
vrchole H zhodny s vonkajsim uhlom pri jeho protilahlom vrchole E. Plati teda

|{CHF| = |{DEF]|. (2)

Z rovnosti (1) a (2) vyplyva na zéklade vety uu podobnost trojuholnikov DEF a CHF.
Tym je dokaz hotovy.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2, resp. 4 body dajte za dokaz zhodnosti jednej, resp. oboch
dvojic prisluchajicich si uhlov v dvojici podobnych trojuholnikov (akymkolvek spravnym sposobom).
Posledné 2 body dajte za vyuzitie zhodnosti uvedenej dvojice uhlov na dékaz podobnosti oboch
trojuholnikov.



4. Urcte vsetky hodnoty redlneho parametra p tak, aby rovnica
2017 1= [1 = 1~ ]| = 20162 + p

mala prdve tri riesenia v obore redlnych cisel. (Jaroslav Svréek)

Riesenie. Dant rovnicu upravime na tvar

2016 D
|1—\1—|1—x\|\_mx+m. (1)
Pri rieSeni vyuzijeme graficki metédu. Grafom funkcie y = f(z) = |1 — |1 — [1 — |||
na lavej strane rovnice (1) je ¢iara lomena v bodoch A = [-1,0], B = [0,1], C' = [1,0],
D = [2,1] a E = [0,3] (zndzornend na obr.2), ktord pozostava zo Styroch zhodnych
useciek a dvoch polpriamok. Grafom funkcie g na pravej strane (1) je priamka y = kz+q
S0 smernicou k = % < 1 prechadzajuca bodom [0, ¢, pricom ¢ = p/2017 (smernica

je natolko ,blizka“ jednotke, Ze sme museli pre priamku v, ktord na obr. 2 znizornuje
graf funkcie g, zvolit smernicu o par percent mensiu, aby sa vysledna priamka nejavila
ako rovnobezka s ¢astami grafu funkcie f).

Ya

Obr. 2

Pocet redlnych rieseni rovnice (1) zrejme zodpoveda poc¢tu spolo¢nych bodov grafov
oboch funkcii f a g. Kedze vSetky priamky, na ktorych lezia ¢asti lomenej ¢iary grafu
funkcie f, maju smernicu +1, nie je tazké zistit, kolko priese¢nikov pre dané ¢ oba
grafy maju. VySetrime teraz pocet priese¢nikov oboch grafov podla hodnoty ¢, v ktorej
priamka v grafu funkcie g pretina suradnicovii os x.

Pre x¢ > 3 zrejme ziadny priesecnik neexistuje. Pre xg = 3 pretina v graf funkcie f
v jedinom bode FE. Pre zyp < 3 pretina ~ vnatro polpriamky grafu f s pociatkom
v bode F prave raz. Pre xy < —1 pretina v vnutro aj druhej polpriamky grafu f, ktora
ma pociatok v bode A, takze pre také zy uz mame dva spolo¢né body. Pre xg € (—1,3)
ma ale priamka ~ s lomenou ¢iarou ABCDFE prave dva potrebné priesecniky jedine

3



vtedy, ked prechédza jej vrcholmi D, C alebo A, a napokon pre xy < —1 préave jeden
potrebny priese¢nik jedine vtedy, ked prechadza vrcholom B.

To znamena, Ze grafy oboch funkcii maj prave tri spoloéné body jedine vtedy, ked
priamka ~ prechédza niektorym zo Styroch bodov A, B, C, D na obr.2. Postupnym
dosadenim suradnic tychto styroch bodov do rovnice

2016 D

y=ke 4= 5517 T 3017

priamky ~ uré¢ime hladané hodnoty parametra p.

Odpoved. Dané rovnica mé prave tri redlne rieSenia prave vtedy, ked

p € {—2016,—-2015,2016,2017}.

Pozndmka. Lomena ¢iara grafu funkcie f rozdeluje rovinu na dve (neohranicené) oblasti,
pricom priamka 7 pre lubovolni hodnotu parametra ¢ pretina oblast ,nad“ lomenou
¢iarou v niekolkych tseckéch, a tie maju s hranicou tej oblasti spoloény parny pocet
bodov, niektoré krajné body dvoch tiseciek vSak mozu prave v pripade vrcholov uvedenej
lomenej ¢iary splynat v jediny. Z tejto uvahy tak vyplyva, Ze iba tie priamky, ktoré
prechadzaji niektorym z vrcholov A, B, C, D, E lomenej ¢iary, s iou mozu mat neparny
pocet priesecnikov, v pripade vrcholu F ale iba jeden.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 3 body za nakres grafu funkcie s tromi absolitnymi hodnotami.
Konstatovanie o vyhovujtcich vzajomnych polohach lomenej éiary a priamky mozno povazovat (rov-
nako ako vo vzorovom rieSeni) za zrejmé, a tak ho oceiite 2 bodmi, napokon 1 bod dajte za dopocitanie
hodnét p. Ak chyba vo vypise vyhovujtcich poléh k z nich, strhnite k bodov, ak k < 2; v pripade k > 3
mozno celkom ziskat nanajvys 3 body (za spravny graf podla prvej vety pokynov).

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.
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