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66. ro¢nik Matematickej olympiady
2016/2017 Riesenia tuloh krajského kola kategdrie C

1. Ndjdite vsetky mnohocleny P(x) = ax?®+bx+c s celociselnymi koeficientmi spliiajice

P(1)- P(2) - P(3)

=172
4

1< P(1) < P(2) < P(3) a stcasne

(Tomas Jurik)

Riesenie. Rovnost zo zadania je ekvivalentna rovnosti P(1)- P(2)- P(3) = 4-172, takZe

2<4<17T<2-1T<4-17T<17? <217 <4-17%

Ak by platilo P(1) = 4, bol by saéin P(1)P(2)P(3) aspoit 4-17-(2-17) =8 - 172,
¢o nevyhovuje zadaniu. Preto P(1) = 2 a tak je nutne P(2) = 17, pretoze keby bolo
P(2) = 4, musel by byt dany stc¢in 4 - 172 delitelny ¢islom P(1)P(2) = 8, ¢o neplati,
a pre P(2) =2 2-17 by bol st¢in P(1)P(2)P(3) opét prilis velky. Pre tretiu neznamu
hodnotu P(3) potom vychadza P(3) =4-17%/(2-17) =2 17.

Hladané koeficienty a, b, ¢ tak st prave také celé ¢isla, ktoré vyhovuju sustave

P(l)= a+ b+c=2,
P(2) = 4da+2b+c =17,
P(3) =9+ 3b+ ¢ = 34.

Jej vyrieSsenim dostaneme a =1, b =12, ¢ = —11.
Zdwer. Ulohe vyhovuje jediny mnohoclen P(x) = x? + 12z — 11.

Za plné riesenie dajte 6 bodov. Za konStatovanie faktu, ze P(1), P(2), P(3) st z mnoziny delitelov
éisla 4- 17 dajte 1 bod, za vypisanie vSetkych delitelov body neudelujte. Za odvodenie hodnét, ktorym
sa musia rovnat ¢isla P(1), P(2), P(3) pridelte 3 body. Za zostavenie (1 bod) a vyrieSenie (1 bod)
stistavy potom ziverecné 2 body (tieto body dajte aj v pripade, ked hodnoty P(1), P(2), P(3) st
urcéené chybne, no stistava s nimi je zostavena a vyrieSena spravne).

2. Stvorcovi tabulku 6 x 6 zaplnime vietkymi celymi ¢islami od 1 do 36.
a) Uvedte priklad takého zaplnenia tabulky, Ze sucet kaZdych dvoch éisel v rovna-
kom riadku ¢ v rovnakom stlpci je vacsi ako 11.
b) Dokdzte, ze pri lubovolnom zaplneni tabulky sa v niektorom riadku alebo stipci
ndjdu dve cisla, ktorych sucet neprevysuje 12.
(Jaromir Simsa)

RiesSenie. a) Aby sme dosiahli pozadované rozmiestnenie ¢isel v tabulke, nesmu v ziad-
nom riadku ani stipci spolu zostat dve z ¢isel nanajvys rovnjch Siestim. Preto jednu
z mnohych vyhovujucich tabuliek zostavime, ked éisla od 1 do 6 vpiSeme zhora nadol
do poli¢ok jednej uhlopriecky a dalej budeme postupne zdola nahor braf rady poli¢ok
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rovnobeznych s druhou uhloprieckou a do volnych miest kaZzdej z nich vpisovat zhora
nadol zvys$né ¢isla 7, 8 atd. az 36:
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Najmensie suc¢ty dvoch ¢isel z jednotlivych riadkov (zhora nadol) s
1419, 2415, 3411, 449, 547, 6+8
a z jednotlivych stipcov (zlava doprava)
1424, 2418, 3414, 4410, 548, 6+ 7.
Rychlejsi opis prikladu vyhovujicej tabulky a jeho jednoduchsiu kontrolu dosta-
neme, ked do tabulky vpiSeme iba ¢isla od 1 do 12, ako vidime nizSie. Rozmiestnenie

¢isel od 13 do 36 do prazdnych poli¢ok uz zrejme moze byt Tubovolné — dve najmensie
¢isla v kazdom riadku aj stlpci st totiz prave tie od 1 do 12.

1111
12| 2

10| 4

b) Ak st dve z ¢isel od 1 do 6 v rovnakom riadku alebo v rovnakom stlpci, ich
stucet neprevysi dokonca ani ¢islo 6 +5 = 11. V opac¢nom pripade su ¢isla od 1 do 6
rozmiestnené vo vsetkych riadkoch a vsetkyjch stipcoch, takze &islo 7 je v rovnakom
riadku s ¢islom x a v rovnakom stipci s éslom y, pri¢om x a y st dve rézne ¢isla od 1
do 6. Potom mensie z ¢isel 7+ x a 7 4 y neprevysi mensie z Cisel 7+ 6 a 7 + 5, teda
¢islo 12. Tym je tvrdenie dokazané.

Za plné riesenie dajte 6 bodov. Kazdu z ¢asti ohodnotte tromi bodmi. V ¢asti a) staéi uviest akykolvek
priklad, najmensie suéty dvoch &isel v jednotlivych riadkoch a stIpcoch nie je nutné vypisovat, tiez nie je
nutné uréovat konkrétne pozicie niekolkych najvyssich ¢isel, ak je to zdovodnené — napriklad v iplnom
priklade zo vzorového rieSenia nezdlezi na umiestneni ¢isel od 25 do 36 na prislusnych dvanast polic¢ok.

V Casti b) dajte 1 bod za tvahu o rozmiestneni najmensich ¢&isel od 1 do 6; dalsie body nestrhéavajte,
ked riesitel dalej uvazuje iba umiestnenie tychto Siestich ¢isel na jednu z uhlopriecok tabulky.



3. Dokdzte, %e obdlznik s rozmermi 32 x 120 sa dd zakryt siedmimi zhodnymi stvorcami
so stranou 30. (Vojtech Balint)

RieSenie. Styrmi $tvorcami so stranou 30 zrejme zakryjeme obdlznik 30 x 120. Zvy$nt
¢ast 2 x 120 rozdelime na tri zhodné Casti, konkrétne obdizniky 2 x 40, a ukaZeme,
ako kazdy z nich (rovnako) pokryt jednym z troch zvysnych $tvorcov so stranou 30.
Dosiahneme to, ked Stvorec polozime na obdlznik tak, Zze obe uhlopriecky Stvorca
budi lezat na osiach stimernosti dotyéného obdlznika. Sta¢i potom ukézat, Zze obdlznik
so stranou 2 vpisany do §tvorca podla obr. 1 méa druhd stranu dlhsiu ako 40. Jej dizka je
zrejme 301/2 — 2 (od uhlopriecky $tvorca odéitame na kazdej strane 1 ako velkost vysky
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Obr. 1

pravouhlého trojuholnika so stranami 2, v/2, v/2, pozri zvicsent ¢ast obr. 1), takze staci
ukézat, ze 30v/2 — 2 > 40. To je ekvivalentné s nerovnostou 5v/2 = 7, ¢ize 50 > 49, ¢o
je splnené. Dany obdlznik 32 x 120 teda naozaj mozno zakryt siedmimi §tvorcami so
stranou 30.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za redukciu tlohy na pokrytie obdlznika 2 x 120 tromi $tvorcami so
stranou 30 dajte 1 bod. Za uvaZovanie vpisanych obdlznikov 2 x nieo dajte tiez 1 bod. Za vypocet

ich dlhsej strany 2 body. Uvahu, Ze na pokrytie obdlznika 2 x 40 & celého 2 x 120 postacuje platnost
nerovnosti 30v/2 — 2 > 40 & 90v/2 — 6 > 120 oceiite jednym bodom a jej dokaz tiez jednym bodom.

4. Dokadzte, Ze pre vsetky kladné redine c¢isla a < b < ¢ plati

(—a+b+c)(%—l—%+%) >3,

(Sérka Gergelitsova)
Riesenie. Nerovnost vynasobime kladnym vyrazom abc a po roznésobeni ju postupne
(ekvivalentne) upravime:
—a(be + ac + ab) + b(be + ac + ab) + c(be + ac + ab) = 3abe,
—abe — a’c — a®b + b2c + abe + ab® + be? + ac® + abe 2 3abe,
(b%c — abe) + (bc? — abe) + (ac® — a*c) + (ab® — a®b) = 0,
be(b — a) + be(c — a) + ac(c — a) + ab(b—a) 2 0.

Vzhladom na predpoklad 0 < a < b < ¢ je vysledna, a teda aj povodna nerovnost
splnena.



Iné riesenie. Dokazovani nerovnost postupne upravime, pri¢om vyuZijeme znédmu

nerovnost b/c + ¢/b = 2, ktora je pre kladné ¢isla b, ¢ ekvivalentna s nerovnostou
(b—1c)? = 0:

1 1 1 b b
(ca+b+(c+r+-) =1+ (2 -F)+ (S +(3+7)2
a b ¢ a b a c c b
b2 — g2 2 9
> 1+ T 4o,
ab ac

pretoze zrejme plati aj a® < b? < 2.
Iné riesenie. Podla predpokladov tlohy platia nerovnosti

1 1 12 1
—a+b+c2c a —4+-4+-2-+-.
a b c~b ¢
Obe nerovnosti (s kladnymi stranami) medzi sebou vynasobime a ziskame tak
1 1 1 2 1 2c
—a+b (— - —)2<_ _):1 “>3
(catbto)(s+y+-) Ze(y+ +5 2
pretoze ¢/b 2 1 podla zadania.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Za nasobenie nerovnice vyrazom, o ktorom nie je povedané, ze je
kladny, strhnite 1 bod. Za pouzitie nerovnosti z/y + y/z 2 2 bez konstatovania kladnosti = a y
strhnite taktiez bod.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.
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