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55.ro¢nik MO Riesenia tloh domaceho kola kategorie C

1. a) Dokdzte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo m je rozdiel m® — m? delitelny cislom 60.
b) Uréte vietky prirodzené &isla m, pre ktoré je rozdiel mS — m? delitelny cislom 120.

(J. Morav¢ik)

Riesenie. a) Cislo n = m® —m? = m?(m?—1)(m?+1) je vizdy delitelné styrmi, pretoze

pri parnom m je m? delitelné styrmi a pri neparnom m st éisla m? —1, m? 41 obe parne,
jedno z nich je dokonca delitelné Styrmi a ich sté¢in je teda delitelny 6smimi. Z troch
po sebe idtcich prirodzenych éisel m? — 1, m2?, m? + 1 je prave jedno delitelné tromi,
a preto je aj ¢islo n delitelné tromi. Ak je m delitelné piatimi, je m? delitelné piatimi,
dokonca dvadsiatimi piatimi. V opac¢nom pripade je m tvaru 5k + r, kde r je rovné
niektorému z éisel 1, 2, 3, 4 a k je prirodzené alebo 0. Potom m? = 25k2 + 10kr + 72
a 72 sa rovna niektorému z ¢isel 1, 4, 9, 16. V prvom a v poslednom pripade je ¢islo
m? — 1 delitelné piatimi, v ostatnych dvoch pripadoch je ¢islo m? + 1 delitelné piatimi.
Teda ¢islo n je vzdy delitelné nestdelitelnymi ¢islami 4, 3 a 5, a teda aj ich st¢inom 60.

b) Uz sme ukazali, ze v pripade neparneho m je sacéin (m? — 1)(m? + 1) delitelny
dsmimi a ¢islo n = m% — m? je teda delitelné ¢islom 120 = 8 - 3 - 5. Ak je vsak ¢&islo m
pérne, su ¢isla m? — 1, m? + 1 neparne, ziadne nie je delitelné dvoma. Cislo n je potom
delitelné 6smimi iba v pripade, Ze m? je delitelné dsmimi, teda m je delitelné styrmi.
Cislo n je potom delitelné Sestnastimi, tromi a piatimi, a preto dokonca ¢islom 240.

Nase vysledky mozeme zhrnaf. Cislo n = m% — m? je delitelné ¢islom 120 prave
vtedy, ked m je neparne alebo delitelné Styrmi.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokazte, ze &islo n3 — n je pre kazdé prirodzené ¢&islo n delitelné Siestimi.

N2. Najdite vsetky dvojciferné &isla n, pre ktoré je ¢&islo n® — n delitelné ¢&islom 100.
[Riesenim st préve ¢isla 24, 25, 49, 51, 75, 76 a 99, poz. Glohu 50-C—S—3.]

N3. Najdite vsetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré ¢islo n? +1 deli ¢islo n2 —8n?+2n. [Navod:
n3 —8n?+2n=(n—-8)(n?+1)+n+8, pren = 1,3 nedeli n? + 1 &islo n + 8, pre
n > 3 je n? + 1 vicsie ako n + 8, a teda nedeli n + 8. Jediné riegenie je n = 2, poz.
40-C-S-2.]

2. Kruznice k, £, m sa po dvoch zvonka dotykaji a vsetky tri maju spolocni dotycnicu.
Polomery kruznic k, £ su 3cm a 12cm. Vypocitajte polomer kruznice m. Najdite vsetky
riesenia. (L. Bocek)

Riesenie. Oznac¢me postupne R, S, T stredy a A, B, C body dotyku kruznic k, ¢, m
na spolo¢nej dotyé¢nici a r = 3, s = 12 a t ich polomery (dlzky a obsahy budeme po¢itat
bez jednotiek kvoli jednoduchsiemu dosadzovaniu). V lichobezniku (ktory v pripade
rovnosti 7 = t je ale obdiznikom) ARTC (obr.1) je |RT| = r + t. Ak oznac¢ime U
priesecnik priamky AR a priamky vedenej bodom T rovnobezne s AC, plati |RU| =
= |r — t|. Z pravouhlého trojuholnika RUT vyplyva

UT| = |AC| = /(r +t)2 — (r — )2 = 2v/rt = 2V/3t.

Analogicky by sme z lichobeznikov CTSB a ARSB dostali vztahy |BC| = 2v/st =
=43t a |AB| = 2\/rs = 2V/3-12 = 12.



Obr. 1 Obr. 2

Uvazujme najprv pripad, ked bod C' lezi medzi bodmi A a B. Potom 2v/3t +
+ 44/3t = 12, odkial t = 4/3. Ak bod A lezi medzi bodmi C a B, dostaneme podobne
rovnicu 2v/3t + 12 = 4/3t, odkial t = 12. Rovnica 12+ 41/3t = 21/3t, ktori dostaneme
pre polohu bodu B medzi bodmi A a C, nemé zjavne ziadne riesenie. Ze taky pripad
nie je mozny, vidno aj z obr. 2. Kazda kruznica, ktora sa dotyka kruznice k£ v bode X
roznom od A a pritom obsahuje bod C' polpriamky opacnej k polpriamke BA, musi vo
svojom vnutri obsahovat aj tetivu kruznice ¢ (vyznacent na obr. 2), takze sa jej nemoze
dotykat.

Polomer kruznice m je teda %cm alebo 12 cm.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Urcte polomery troch kruznic, ktorych stredy tvoria vrcholy trojuholnika so stranami
dlzok a, b, ¢ a kazdé dve maji vonkajsi dotyk.

N2. Kruznice k, ¢ so stredmi K, L a polomermi r, s maji vonkajsi dotyk v bode T
a okrem spoloénej doty¢nice ¢ v tomto bode sa dotykaju este dalsej spolo¢nej doty¢nice:
kruznica k v bode A, kruznica £ v bode B. Bod C je priesecnikom priamok AB, t.
Dokazte, ze trojuholniky K CL, AT B st pravouhlé. [Ukdzte pomocou Pytagorovej vety,
ze |CA| = |CT| = |CB| = +/rs, poz. Glohu 50-C-II-2.]

3. Urcte pocet vsetkych trojic navzajom roznych trojmiestnych prirodzenych cisel, kto-
riych sucet je delitelny kazdym z troch scitanych cisel. (J. Sim3a)

Riesenie. Nech x, y, 2z je takd trojica navzajom roznych prirodzenych ¢isel, ze kazdé
z nich deli ich sucet. Takze x deli y + z, y deli * + 2z a z deli * + y. Bez ujmy na
vSeobecnosti predpokladajme x < y < z. Teda x + y = kz pre vhodné prirodzené k.
Pretoze zaroven x +y < 2z, nutne k = 1, t.j. x+y = 2. Dalejy deli z +2 = 22 +y < 3y,
takze 2z +y = 2y, t.j. y = 2x. Tri prirodzené ¢isla danych vlastnosti maju teda tvar z,
y = 2x, z = 3x, kde 7 je prirodzené. PretoZe maja byt trojmiestne, musi byt x = 100,
3x < 999, takze 100 < x < 333. Hladany pocet trojic je 333 — 99 = 234.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. N4jdite vSetky dvojice prirodzenych &isel k, £, pre ktoré plati k¢ — k — 2£ = 8. [Rovnost
napiseme v tvare £(k — 2) = k + 8, k — 2 teda deli k + 8 = (k — 2) + 10, takze k — 2
deli ¢islo 10, takze k = 3, £ =11, alebo k =4, £ = 6, alebo k = 7, £ = 3, alebo k = 12,
£=2]
N2. Najdite vsetky trojice prirodzenych &isel z, y, z, ktoré spliiaju ststavu rovnic y + z =
=5z, 2+ x =2y, v +y ==z [Vysledok: y = 2z, z = 3z.]



4. Je dané€ prirodzené ¢islon (n = 2) a redlne ¢isla x1,xa, ... ,x,, pre ktoré plati
T1To = XoX3 = ... = Tp_ 1Ly = TpT1 = 1.

Dokazte, Ze

22 a4+ a2 2n.
(J. Svréek)

RiesSenie. Cisla 1,9, ..., 2, si podla podmienok tlohy nenulové a vsetky s nepar-
nymi indexami si si rovné, rovnaju sa nenulovému c¢islu a; vSetky cisla s parnymi
indexami su si tiez rovné, rovnaju sa 1/a, prevratenej hodnote a. Ak je n neparne,
vyplyva z rovnice x1x9 = x,x1 rovnost x, = xs, takze vSetky x; st rovnaké. Rovnaju
sa 1 alebo —1, lebo to st jediné hodnoty a, pre ktoré a = 1/a. Takze sicet ich druhych
mocnin je n. Ak je n parne, rovna sa sucet druhych mocnin vsetkych hodnét z; siuctu
n/2 hodnot a? a n/2 hodndt 1/a%. Avsak a? + 1/a? 2> 2 pre kazdé nenulové ¢islo a, ¢o
vyplyva z nerovnosti (a®> — 1)? = 0. Preto je stdet druhych mocnin vsetkych &isel x;
vacsi alebo rovny n.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Ak pre kladné &isla a, b plati ab = 1, tak a + b = 2. Dokdzte. [Vyjdeme zo vztahu
(va— Vb)* = 0]
N2. Ak pre redlne &isla x, y, 2 plati 3(x2 +y2 +22) = (x +y+2)2, tak x = y = 2. Dokazte.
[Danti rovnost upravte na tvar (z — y)? + (y — 2)% + (z — )% = 0.
N3. Néjdite v8etky trojice kladnych cisel a, b, ¢, pre ktoré plati a +2b+ 3¢+ 1/a +2/b +

rovny 2, vyhovuje iba trojice a = b = ¢ = 1, poz. 33-C-1-1/]

N4. Uréte vietky usporiadané stvorice realnych &isel a, b, ¢, d, pre ktoré plati a2 + ¢ =
= b% + d? = ab + cd. [Z danych vztahov vyplyva a? + ¢? + b2 + d? = 2ab + 2cd, teda
(a—b)2+(c—d)? = 0, odkial b = a, d = c. RieSenim st vietky $tvorice tvaru (a, a, b, b).]

5. V ostrouhlom trojuholniku ABC' oznacme D pdtu vysky z vrcholu C a P, Q zod-
povedajuce pdaty kolmic vedenych bodom D na strany AC a BC. Obsahy trojuholnikov
ADP, DCP, DBQ, CDQ oznacme postupne S1, Sa, Sz, S4. Vypocitajte Sy : S3, ak
S1:5 =2:3a853:5,=3:8. (Pavel Novotny)

RieSenie. Oznacme x = |AD|, y = |BD|, v = |CD| (obr.3). Z podobnosti troju-
holnikov ADP a DCP vyplyva 22 : v2 = S; : So = 2 : 3. Podobne z podobnosti
trojuholnikov DBQ, CDQ vyplyva y? : v2 = S3: Sy = 3 : 8. Odtial 22 : %> = (2-8) :
:(3-3) =16:9, teda x : y = 4 : 3. Trojuholniky ADC, DBC maju spolo¢nu vysku,
preto (S1+ S2) : (S3+S4) =z :y =4:3. Za Sy sem dosadime %Sl, za S dosadime
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%Sg a po uprave dostaneme S; : S3 = 88 : 45.
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Iné riesenie. Z pomeru obsahov trojuholnikov ADP a CDP so spolo¢nou vys-
kou DP vyplyva, ze |AP| : |CP| = 2 : 3, takze mozeme pisat |AP| = 2r, |CP| = 3r,
podobne |BQ| = 3s, |CQ| = 8s. Ozna¢me x = |AD|, y = |BD|, v =|CD| a z = |PD|
(obr. 3). Z pravouhlych trojuholnikov ADP, ADC, PDC vyplyva 2% = 4r? 4+ 22, 22 +
+ 9r? = 0?2 = 2502 — 2. Odtial 22 = 1672 — 22 = 1672 — (412 + 2?), &ize 222 = 1212,
2z =rv6, r = /10, v = rv/15, S; = r?\/6. Analogicky by sme dostali z trojuholnikov
BDQ, BDC, QDC, ze v = 2522, y = s5v/33, S3 = 3526, teda pouzitim vzfahu
v? = 1572 = 8852 dostaneme vysledok S; : S3 = 88 : 45.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Lichobeznik ABCD so zékladiiami AB, CD dizok 12cm a 6cm je svojimi uhlopried-
kami rozdeleny na 4 trojuholniky. Urcte ich obsahy, ak sa obsah lichobeznika rovna
45 cm?. [Obsahy st 5, 10, 10 a 20 cm?.]
N2. Konvexny Stvoruholnik je uhloprieckami rozdeleny na Styri trojuholniky, tgi 28 nicg

maji obsahy 2cm?, 3cm? a 4cm?. Uréte obsah stvrtého. [Vysledok je 6 cm?, 3 cm

alebo % cm?2. Ak oznaéime S1, Sa, S3, S4 obsahy trojuholnikov v poradi, v akom spolu
susedia, plati Sy - S3 = Sa - S4.]

6. Rozhodnite, ktoré z cisel

\/p+\/§+ \/q+\/§, \/p+\/]3+ \/q+\/§

je vicsie, ak p a q su rozne kladné cisla. (J. Morav¢ik)

Riesenie. Dané ¢isla, ktoré oznac¢ime postupne A a B, nebudeme porovnavat priamo.
Namiesto toho porovndme ich druhé mocniny a vyuZijeme poznatok, ze pre lubovolné
kladné ¢isla u, v plati u > v prave vtedy, ked plati u? > v2. Pre dané éisla mame

A2 =p+a+2/(0+ V) (g + VD) +a+ /P,
B2 =p+\p+2\/(p+vp) (a+0) + 4+ Va
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a vidime, ze okrem ,,dlhych®“ odmocnin st na pravych stranach oboch vyjadreni Styri
rovnaké s¢itance (v odlisnych poradiach). Preto nerovnost A? > B2 plati prave vtedy,

.....

odmocnované suciny plati nerovnost

(r+va) (@ +vp) >+ p) g+ Va).

Roznésobenim a dalsimi algebraickymi tpravami dostaneme postupne ekvivalentné

nerovnosti
Pq+ /Pq + p\/D + 4/ > pq+ /Pq + pV/a + q\/p;
(r—q)vp—(p—q)vq>0,
(r—a)(vp—+a) > 0.

Vysvetlime, preco ostatna nerovnost (a teda aj pévodna nerovnost A > B) v pripade
p # q vzdy plati. Ak totiz p > q, tak aj \/p > /q, takze oba ¢initele sucinu (p—q)(\/p—
—/q) st kladné. Ak p < g, st oba ¢initele naopak zaporné. V oboch pripadoch je preto
dany sucin kladny.

.....

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Ktoré z cisel \/3 +/2, \/6 — /2 je vigsie? [Vigsie je druhé &islo. Zodpovedajicu
nerovnost po umocneni upravte na 2v/2 < 3.]
N2. Najdite vsetky dvojice kladnych cisel a, b, pre ktoré plati

Va2 +b+ Vb2 +a=a®+b2+Va+b.

[Po umocneni upravte. Vysledkom st vSetky dvojice a, b, v ktorych ¢ = 1 alebo b = 1,
teda aj dvojica a = b =1.]



