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1. Na hokejovom turnaji sa zucastnili styri druZstvd, pricom kaZdé zohralo s kazZdym
prdve jeden zdpas. V Ziadnych dvoch zapasoch mepadlo rovnako vela golov, ale pocet
golov strelenyjch v kazdom zdpase deli celkovy pocet golov strelengych na turnaji. Kolko
najmenej golov mohlo na turnaji padnut? (M. Panék)

Riesenie. Kedze kazdé druzstvo zohralo s kazdym jeden zapas, zohralo kazdé druzstvo
na turnaji celkom tri zapasy a pocet vSetkych zapasov bol 4-3/2 = 6. Mame teda najst
Sest roznych prirodzenych ¢isel (nula nedeli ziadne ¢islo) s najmensim moznym stétom
tak, aby bol tento stucet delitelny kazdym zo Siestich s¢itancov. Najmensi sucet Siestich
roznych prirodzenych ¢isel je 1 +2+ 3 +4 4 5+ 6 = 21, ten vSak nie je delitelny napr.
dvoma (takisto ani $tyrmi, piatimi ¢i Siestimi) a inym sposobom sa 21 ako stcet Siestich
roznych prirodzenych éisel zapisat neda. Dalsia moznost je nahradit ¢islo 6 éislom 7,
dostaneme 1+2+3+4+5+7 = 22. Zasa je to jedind moznost, ako 22 na sucet rozlozit.
Ale 22 nie je delitelné napr. tromi. Stucdet 23 nemoze vyhovovat, pretoze ¢islo 23 je
prvocislo, je delitelné iba dvoma prirodzenymi ¢islami (podobny argument sme mohli
pouzit aj pri sucte 22, ten ma totiz iba Styroch réznych prirodzenych delitelov). Kone¢ne
C¢islo 24 je suctom ¢isel 1, 2, 3, 4, 6 a 8, pritom je ¢islo 24 delitelné kazdym z ¢isel 1, 2,
3, 4, 6, 8. Na turnaji preto mohlo padnit 24 gélov, nie vSak menej.

Za urcenie poctu 6 zapasov nedajte ziadne body. Za spravne zdévodnenie odhadu, ze gélov padlo aspon

1+2+4+3+4+44 546, dajte 2 body, za vyliucCenie suctu 21, 22 a 23 dajte 2 body, za urcenie vyhovujicej
Sestice 1, 2, 3, 4, 6, 8 so suctom 24 dalsie 2 body, teda 6 bodov za Uplné rieSenie.

2. Vrchol C stvorcov ABCD a CJKL je vniutornym bodom usecky AK aj usecky D.J.
Body E, F, G a H su postupne stredy useciek BC, BK, DK o DC. Vyjadrite obsah
stvoruholnika EFGH pomocou obsahov S a T stvorcov ABCD a CJKL.

(P. Leischner)

RieSenie. Oznatme a = /S, b = /T strany $tvorcov ABCD, CJKL. Usetka EH
je strednou priec¢kou trojuholnika BC'D (obr. 1), tse¢ka F'G je strednou prieckou troj-
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uholnika BK D, preto 2|EH| = 2|FG| = |BD| a tse¢ky EH, FG st rovnobezné s BD.
Podobne je tsecka HG strednou prieckou trojuholnika DCK a tsecka E'F je strednou
prieckou trojuholnika BCK. Preto 2|HG| = 2|EF| = |CK| a use¢ky HG, EF st
rovnobezné s CK, a teda kolmé na JL a BD. Rovnobeznik EFGH je preto obdlznik
s obsahom

1 1 1 1
|EF|-|FG| =a 5\/§~b§\/§ = ab= VST

Za 1plné riesenie dajte 6 bodov. Za objav, Ze Stvoruholnik EFGH je obdlznik, dajte 3 body, dalsie
3 body za urcenie jeho obsahu.

3. Kruznice k, £, m sa dotykaji spolocnej dotycnice v troch roznych bodoch a ich stredy
lezia na jednej priamke. KruzZnice k a £, a tieZ kruznice £ a m, maju vonkajsi dotyk.
Urcte polomer kruznice £, ak polomery kruznic k a m si 3cm a 12 cm. (L. Bocek)

RieSenie. Vzijomna poloha kruznic a ich spoloénej dotyc¢nice musi vyzerat ako na
obr. 2, kde sme pismenami K, L, M oznacili body dotyku kruznic k, [, m na spolocnej
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doty¢nici, U, V, W ich stredy a r polomer kruznice | (v centimetroch). Z pravouhlych
lichobeznikov K LVU, LMWV, K MWU vyplyva podla Pytagorovej vety

IKL|* = (r+3)% — (r — 3)? = 12r,
|ILM|? = (12 4+ 7)? — (12 — 7)* = 48r
IKM|? = (34 2r +12)% — (12 — 3)? = 4r2 + 60r + 144.
Kedze |KL| + |LM| = |K M|, dostaneme z prvych dvoch vztahov
\KM|* = (|KL| + |LM|)* = |KL|> + 2|KL||LM| + |LM|* = 60r + 2/12 - 48 r,
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¢o spolu s tretim vztahom déva po tprave pre r rovnicu
4r% — 48r + 144 = 0.

Pretoze 412 — 487 + 144 = 4(r? — 12r + 36) = 4(r — 6)2, m4 tato rovnica jediné rieSenie
r = 6. Polomer kruznice [ je teda 6 cm.

Za Gplné riesenie dajte 6 bodov. Za vyjadrenie dlzok tse¢iek KL, LM, KM pomocou r dajte 3 body,
dalsie 3 body za spravny vypodet polomeru r.



