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55.ro¢nik MO Riesenia 1loh krajského kola kategorie C

1. Zdkladnia AB lichobeznika ABCD je trikrat dlhsia ako zdkladna CD. Oznac¢me M
stred strany AB a P priesecnik usecky DM s uhloprieckou AC. Vypocitajte pomer
obsahov trojuholnika CDP a $tvoruholnika M BCP. (Pavel Novotny)

RieSenie. Vypocet zalozime na dvoch znamych pravidlach: (1) Ak st dva trojuholniky
podobné s koeficientom podobnosti k, je pomer ich obsahov rovny k2. (2) Ak nejaké
tri body X, Y, Z lezia na jednej priamke a bod V mimo nej, je pomer obsahov
trojuholnikov XYV a Y ZV rovny pomeru | XY|: |Y Z]|.

Zo zhodnosti striedavych uhlov medzi rovnobezkami AB a C'D vyplyva, ze troju-
holniky AM P a CDP st podla vety uu podobné, a to s koeficientom |AM]| : |CD| =
= 3/2. Ak oznadime S obsah trojuholnika CDP, je obsah trojuholnika AM P rovny
(3/2)2S = 2. Z rovnosti |AP| : |CP| = |[MP|: |DP| = 3/2 potom vypljva, Ze obsah
kazdého z trojuholnikov APD a M PC' je rovny 3/2 obsahu trojuholnika C'D P, ¢ize %S .
Kedze M je stred strany AB, st obsahy trojuholnikov AMC' a BMC rovnaké a rovnaju
sa §5+35 = 125 (obr.1). Obsah stvoruholnika M BCP je teda rovny 35+ 125 = 215
a hladany pomer je 4 : 21.

Obr. 1

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 3 body za urCenie pomeru obsahov trojuholnikov AM P
a CDP. Vypocty obsahov sa moézu samozrejme lisit podla volby zdkladného obsahu, pomocou ktorého
vyjadrujeme obsahy ostatnych trojuholnikov na obrazku. (Pravidld uvedené v tivode nasho rieSenia
budt riesitelia pre konkrétne dvojice trojuholnikov odvodzovat vyjadrovanim ich obsahov pomocou
zékladni a vysok.)

2. Ak redlne ¢isla a, b, ¢, d spliaji rovnosti
A+ =0+t =2+d*=1,

plati nerovnost
ab + ac + ad + be + bd + cd < 3.
Dokdzte a zistite, kedy za danych podmienok nastane rovnost. (J. Svréek)

RieSenie. Z predpokladov vyplyva ¢ = a?, d* = V?, teda |c| = |al, |d| = |b|.
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Ak ¢ = a a studasne d = b, dostaneme postupne pre lavi stranu L dokazovanej

nerovnosti
L=ab+ac+ad-+bc+bd+ cd =

=ab+a’>+ab+ab+b>+ab=1+4ab <
<14 2(a® +b*) =3,
pretoze pre lubovolné dve &isla a, b je 2ab < a? + b2, ¢o vyplyva zo zrejmej nerovnosti
(a —b)? = 0. Rovnost potom nastane iba pre dve §tvorice a = b = ¢ = d = £1/2, lebo
z podmienky a = b a rovnosti a® + b% = 1 vyplyva a? = %, t.j.a = i%\/ﬁ
Ak ¢ = —a,d =0, tak L = —a® + b?> £ a? + b%> =1 < 3. Podobne v pripade ¢ = a,
d= —bvyjde L =a?®—b% <1, v pripade ¢ = —a, d = —b dokonca L = —a? — b? < 0.
Iné rieSenie. Hodnota stctu
S=(a—b2+(@—c)+(a—d)?*+(b—c)*+(b—d)?+ (c—d)?
je zrejme nezaporné. Pre dvojnasobok Tavej strany L dokazovanej nerovnosti preto plati
2L =3(a> +b* +* +d*) — S < 3(a®* +b* + * + d*) =6,

odkial L < 3. Rovnost L = 3 potom nastane prave vtedy, ked S = 0, teda préave vtedy,
ked ¢isla a, b, ¢, d maju rovnaka hodnotu, ktora sa vSak musi rovnaft i%\/ﬁ (podobne
ako v prvom rieseni).

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, 4 body za spréavne riesenie zadkladného pripadu ¢ = a, d = b (z toho

2 body za vySetrenie rovnosti). Zostavajice 2 body za vySetrenie zostavajucich pripadov ¢ = —a alebo
d= —b.

3. Kruznice k, s vonkajsim dotykom leZia obe v obdlzniku ABCD, ktorého obsah je
72cm?. Kruznica k sa pritom dotyka stran CD, DA a AB, zatial ¢o kruinica { sa
dotyka stran AB a BC'. Urcte polomery kruznic k a £, ak viete, Ze polomer kruznice k
je v centimetroch vyjadreny celym cislom. (J. Svréek)

RieSenie. Oznac¢me r, s polomery kruznic k, [ (v centimetroch) a K, L ich body dotyku
so stranou AB (obr.2). Potom |AK| = r, |LB| = s, a ako lahko spoéitame pomocou
Pytagorovej vety (pozri tiez 3. lohu skolského kola kategérie C),

KL = +/(r+5)2—(r—s)2=2rs.
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Pre dlzky stran obdlznika ABCD plati |[AD| = 2r, |AB| =r + 2/rs + s = (\/7 +
+ +/3)2. Podla predpokladu m4 byt

2r (Vi +/5) =172,

¢ize po vykrateni dvoma a odmocneni

r++rs=6.

Odtial vyplyva, ze r < 6, a pre velkost polomeru s dostdvame vyjadrenie

s = —) (1)

Z podmienok tlohy dalej vyplyva, Ze s nemdze byt vicsie ako r, pretoze inak by
kruznica [ nelezala v danom obdlzniku, a pretoze aj kruznica k musi lezaf v danom
obdlzniku, musi byt |AB| = |AD| = 2r. Z nerovnosti s < 7 podla (1) dostaneme
podmienku 36 — 12r + 2 < 72, t.j. r = 3. Z nerovnosti |AB| 2 2r potom vyplyva
72 = |AB| - |AD| = 4r?, &ize r?> < 18, ¢o pre celo¢iselné r znamend, ze r < 4. Pre
polomer r ndm tak vychadzaju len dve moznosti, r € {3,4}, prisluchajice hodnoty
polomeru s vypocéitame zo vztahu (1).

Uloha ma4 prave dve rieSenia: r = s =3cm ar = 4cm, s = 1 cm.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov bez ohladu na to, ¢i riesitel uréil jediné dve moznosti vypoctom, alebo

z piatich moznosti vylacil postupne tie, ktoré nevyhovuji danym podmienkam. Za kazdé nespravne
rieSenie (napriklad ked ziak uvedie ako mozny vysledok r =5, s = %) strhnite bod.

4. Najdite vsetky dvojice prvocisel p, q, pre ktoré plati
p—l—q2 =q+ 145p2.

(J. Morav¢ik)

RieSenie. Pre prvoéisla p, ¢ mé platit q(q¢ — 1) = p(145p — 1), takze prvoéislo p deli
q(q—1). Prvoéislo p neméze delit prvocislo ¢, pretoZe to by znamenalo, Ze p = ¢, a teda
145p = p, ¢o nie je mozné. Preto p deli ¢ — 1, t.j. ¢ — 1 = kp pre nejaké prirodzené k.
Po dosadeni do daného vztahu dostaneme podmienku

kE+1

P= 115 — k2

Vidime, Ze menovatel zlomku na pravej strane je kladny jedine pre k < 12, zaroven
viak pre £ < 11 je jeho &itatel mensi ako menovatel: k +1 < 12 < 24 < 145 — k2.
Iba pre £ = 12 tak vyjde p prirodzené a prvocislo, p = 13. Potom ¢ = 157, ¢o je tiez
prvoéislo. Uloha mé jediné riesenie.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 4 body za Gvahu o delitelnosti, ktord vedie ku vztahu ¢ = 1+kp.



