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65. ro¢nik MO Zadania tloh ¢esko-polsko-slovenského stretnutia

(SutaZ sa konala 26. - 29. 6. 2016.)

1. Dany je n-uholnik P, pricom n > 4. Dokazte, ze existuju tri jeho roézne vrcholy
A, B, C splhajice nasledujtcu vlastnost: Ak [, Iy, I3 st dlzky troch lomengch éiar,
na ktoré vrcholy A, B, C delia obvod mnohouholnika P, tak existuje trojuholnik so
stranami dlzok 11, s, I3. (Polsko)

2. Nech m,n > 2 st dané parne ¢isla. Uvazujme tabulku s rozmermi m X n, ktorej
kazdé policko je zafarbené bud ¢iernou, alebo bielou farbou. Hadajica Hanka ofarbenie
nevidi, ale moze klast vestcovi urcité otazky. Presnejsie, moze sa spytat na dve susedné
policka (majuce spolocnu stranu) a vestec odhali, ¢i tieto dve policka maju rovnakuy,
alebo réznu farbu. Hanka mé za tilohu uréit paritu po¢tu dvojic susednych poli¢ok, ktoré
maju roznu farbu. Kolko minimélne otdzok Hanke urcite staci na to, aby dokézala uréit
spravnu odpoved? (Ceska rep.)

3. Nech n je dané kladné celé c¢islo. Pre konec¢niit mnozinu M kladnych celych cisel
a pre kazdé i € {0,1,...,n — 1} oznadime s; pocet takych neprézdnych podmnozin
mnoziny M, ktorych siacet prvkov dava po deleni n zvysok ¢. Hovorime, Ze mnozina M
je n-vyvdZend, pokial so = s; = ... = s,_1. Napriklad pre n = 5 a M = {1,3,4}
mame sy = §; = Sg = 1 a s3 = s4 = 2, takze M nie je 5-vyvazena. Dokéazte, ze pre
kazdé neparne kladné ¢islo n existuje n-vyvazend podmnozina mnoziny {1,2,...,n}.

(Ceska rep.)

4. Najdite vSetky Stvorice (a, b, ¢, d) realnych ¢isel, ktoré su rieSenim sustavy

(a+b)(a® +b%) = (c+ d)(? + d?),
(a+c)(a® + ) = (b+ d)(b* + d?),
(a+d)(a® +d*) = (b+c)(b* + ).

(Patrik Bak)
5. Dokazte, ze pre kazdé nezaporné celé cislo n existuju celé c¢isla x, y, z také, ze
nsd(z,y,z) =1 a 2?4 y? + 22 =37,
(Polsko)
6. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC', pricom |AB| < |AC|. Oznac¢me (2 jeho opisani
kruznicu. Doty¢nica ku kruznici €2 vedend bodom A pretina priamku BC' v bode D.
Nech G je tazisko trojuholnika ABC' a priamka AG pretina kruznicu €2 v bode H # A.

Predpokladajme, Ze priamka DG pretina priamky AB a AC postupne v bodoch E a F.
Dokazte, ze |[{EHG| = |{GHF)|. (Patrik Bak)



