skmo.sk

2016/2017
66.ro¢nik MO Zadania tloh ¢esko-polsko-slovenského stretnutia

(SutaZ sa konala 25. -28. 6. 2017.)

1. Najdite vSetky kladné realne ¢isla ¢ s nasledujicou vlastnostou: Existuje nekoneéne
vela dvojic kladnych celych ¢isel (n, m) takych, ze n =2 m+cy/m — 141 a medzi ¢islami
n,n+1,...,2n —m sa nenachadza ziadna druhd mocnina celého ¢isla. (Patrik Bak)

2. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' s opisanou kruznicou w. Na obliku BC' kruz-
nice w neobsahujicom bod A je dany bod D. Bod FE lezi vnitri trojuholnika ABC mimo
priamky AD a splia |[{DBE| = |{ACB| a |{ DCE| = |{ABC|. Uvazujme bod F na
priamke AD taky, ze EF || BC a bod G # A na kruznici w taky, ze |AF| = |FG|.
Dokazte, ze body D, E, F, G lezia na jednej kruznici. (Patrik Bak)

3. Nech k je kladné celé ¢islo. Na tabuli je napisand konec¢néd postupnost celych ¢isel
T1,%2,...,T,. Matko a Kubko hraju hru, ktora prebieha v nasledujtcich kolach:

e V kazdom kole najskor Matko rozdeli postupnost, ktora je na tabuli, na dve
alebo viac suvislych podpostupnosti (t.j. takych, ze kazdd podpostupnost
pozostéva z po sebe idicich ¢lenov pévodnej postupnosti). Pritom ak je pocet

e Nasledne Kubko vyberie jednu z podpostupnosti a vSetky ostatné podpostup-
nosti z tabule zotrie.

Hra konéi v momente, ked na tabuli zostane napisané iba jedno ¢islo. Dokéazte, ze
Matko moze svoje tahy volit tak, Ze nezavisle na tahoch Kubka hra skonéi po nanajvys
3k koléach. (Polsko)

4. Dany je trojuholnik ABC. Priamka [ je rovnobezna so stranou BC' a pretina strany
AB, AC postupne v bodoch D, F a kruznicu opisanu trojuholniku ABC v bodoch
F, G tak, ze body F, D, E, G lezia na priamke [ v tomto poradi. Kruznice opisané
trojuholnikom FEB a DCG sa pretinaja v bodoch P a ). Dokazte, ze body A, P, Q
lezia na jednej priamke. (Patrik Bak)

5. Kazdé zo 4n? policok tabulky 2n x 2n (n = 1) je ofarbené bud nacerveno, alebo
namodro. Hovorime, Ze mnozina Styroch navzajom roéznych poli¢ok tabulky je peknd,
ak tieto policka mozno oznacit A, B, C, D tak, ze A a B lezia v tom istom riadku,
C a D lezia v tom istom riadku, A a C leZia v tom istom stipci, B a D lezia v tom
istom stlpci, policka A a D st modré a policka B a C st ¢ervené. Uréte najvicsi mozny
pocet peknych mnozin v takej tabulke. (Polsko)

6. Najdite vSetky funkcie f:(0,+00) — R také, ze

@)~ flaty) =1 (g) fle+y)  pre vietky 2,y > 0.

(Rakusko)



