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66. roénik Matematickej olympiady Zadania uloh IMO
(Stdtaz sa konala 17.-23.7. 2017.)

1. Pre dané celé ¢islo ag > 1 definujeme postupnost ag, a1, as, ... tak, Ze pre vSetky n = 0 plati

Vanp ak /a, je celé cislo,
Ap+1 = .
an +3 inak.

Uréte v8etky hodnoty ag, pre ktoré existuje také ¢islo A, Ze pre nekoneéne vela indexov n plati a, = A.
(Juzné Afrika)

2. Ozna¢me R mnozinu redlnych c¢isel. Urcte vSetky funkcie f: R — R také, ze pre vSetky realne cisla x
a y plati

FF@) W) + flz+y) = flay).
(Albénsko)

3. Polovnik a neviditelny zajac hraju hru v euklidovskej rovine. Zajacova pociatoénéd poloha Ay a po-
lovnikova pociatoéné poloha By st zhodné. Po n — 1 kolach sa zajac nachadza v bode A,,_1 a polovnik
v bode B,_1. V n-tom kole sa postupne udejua tieto tri veci:
i) Zajac sa neviditelne presunie do bodu A4,,, pri¢om vzdialenost medzi A,,_1 a A, je presne 1.
ii) Sledovacie zariadenie ukéze polovnikovi bod P,. Jedina zaruka, ktort sledovacie zariadenie
polovnikovi poskytuje, je, Ze vzdialenost medzi bodmi P, a A, je nanajvys 1.

iii) Polovnik sa viditelne presunie do bodu B,,, pri¢om vzdialenost medzi B,,_1 a B, je presne 1.
Dokéaze polovnik vzdy (t.j. bez ohladu na to, ako sa prestva zajac a bez ohladu na to, aké body ukazuje
sledovacie zariadenie) volit svoje tahy tak, ze po 10° kolach m4 istotu, Ze vzdialenost medzi nim a zajacom
je nanajvys 1007 (Raktisko)

4. Na kruznici 2 st dané dva rézne body R a S, pricom RS nie je jej priemerom. Oznac¢me [ doty¢nicu
kruznice 2 v bode R. Nech T je taky bod, ze S je stredom tsecky RT'. Na kratSom obliku RS kruznice 2
je zvoleny bod J tak, Ze kruznica I" opisana trojuholniku JST pretina priamku ! v dvoch roéznych bodoch.
Ozna¢me A ten priesecnik I' s [, ktory je blizsie k bodu R. Priamka AJ pretina kruznicu 2 v bode K
(K # J). Dokéazte, ze priamka KT je dotyénicou kruznice T (Luxembursko)

5. Dané je celé ¢islo N = 2. Skupina N(N + 1) futbalistov, z ktorych Ziadni dvaja nemaja rovnakt
vysku, stoji v rade. Tréner Jan chce odstranit N(N — 1) futbalistov z tohto radu tak, aby novy rad
pozostavajuici zo zvysnych 2N futbalistov splital nasledovnych N podmienok:

1) nikto nestoji medzi dvoma najvyssimi futbalistami,

2) nikto nestoji medzi tretim a $tvrtym najvyssim futbalistom,

N) nikto nestoji medzi dvoma najniz$imi futbalistami.
Dokazte, ze je to vidy mozné. (Rusko)

6. Usporiadané dvojica celych ¢isel (z,y) sa nazyva primitivny mreZovy bod, ked najvicsi spolo¢ény delitel
disel = a y je 1. Dokézte, Ze pre Iubovolni koneéntt mnozinu S primitivnych mrezovych bodov existuje
kladné celé ¢éislo n a celé ¢isla ag, a1, ..., a, také, ze pre vietky (z,y) z S plati

apr" + a1z Y + ax" 2yt + a2y +any” =1

(USA)



