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66. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania 1loh vyberového ststredenia

(Sustredenie sa konalo 23.—29. 4. 2017.)

1. Tri zajace hodnotia kvalitu 2n + 1 mrkiev. Kazdy zajac priradi mrkvam ohodnotenia
od 0 po 2n, kazdé prave raz (kazdej mrkve prave jedno). Celkové ohodnotenie mrkvy je stic¢tom
troch ohodnoteni danej mrkvy zajacmi. Mrkva M; je lepsia ako mrkva Ms, ak asponi dva zajace

.....

prave n inych mrkiev préave vtedy, ked maju vSetky mrkvy rovnaké celkové ohodnotenie.
2. Dokézte, ze v kazdom trojuholniku so stranami a, b, ¢ a polomerom opisanej kruznice R

plati
9R% > a® + % + 2.

3. Nech ABC' je trojuholnik s vpisanou kruznicou k. Ozna¢me body dotyku & so stranami BC
a AC postupne D; a E;. Body Dy a Es lezia na strandch BC' a AC, pricom plati |C'Dsy| = |BD;|
a |CEs| = |AE;|. Priese¢nik ADy a BE5 ozna¢me P. Kruznica k pretina ADs v dvoch bodoch,
z ktorych ten blizsi k vrcholu A oznacime Q. Dokézte, ze |AQ| = | D2 P|.
4. Najdite vsetky funkcie f:Z — Z, pre ktoré plati

f@®+6>+¢%) = f2a) + F2(b) + f2(c).

5. Pre lubovolné prirodzené ¢islo k ozna¢ime S(k) jeho ciferny stcet. Najdite vsetky polynémy P
s celoéiselnymi koeficientmi také, ze pre vSetky prirodzené ¢isla n = 2017 plati P(n) > 0 a

6. Najdite vSetky prirodzené ¢isla n s nasledujicou vlastnostou: Pre Tubovolné reédlne ¢isla

ai,a2,...,a, a by, by, ... b, spliajtce |a;| + |b;] = 1 pre vietky 1 < i < n existuja éisla
T1,Z9,...,T, také, ze
n n
|z;|=1 prevsetky1<i<n a ’Zaixi —i—‘Zbixi <1.
i=1 i=1

7. Nech ABC' je rovnoramenny trojuholnik s |[AB| = |AC| > |BC| a nech I je stred vpisanej
kruznice do tohto trojuholnika. Polpriamka BI pretina stranu AC v bode D a priamka kolma
na AC prechadzajica bodom D pretina Al v bode E. Ozna¢me J obraz bodu I v osovej
sumernosti podla priamky AC. Dokéazte, ze body B, E, D, J lezia na jednej kruznici.

8. Postupnost {a, }52, spliia a; = 0 a pre kazdé i > 1 plati |a; 1| = |a; + 1|. Dokazte, Ze pre
vSetky prirodzené ¢isla n plati

a1 +as+...+ay >_1
n = 2



9. V hoteli sa nachadza n > 3 izieb, ktoré st rozmiestnené pozdiz kruhovej chodby. V kazdej izbe
je prepinac svetla. Ked ho prepneme, zmenime stav svetla (zo zapnutého na vypnuty a naopak)
v danej izbe a tiez v oboch susednych izbach. Pre ktoré hodnoty n je mozné vzdy (bez ohladu
na pociato¢ny stav svetiel) pomocou kone¢ného poc¢tu prepnuti zhasnut vsetky svetla?

10. Dany je trojuholnik ABC. Priamka rovnobezna so stranou BC pretina strany AB a AC
postupne v bodoch P a Q. Nech M je vnttorny bod trojuholnika APQ. Usecky MB a MC
pretinaja usecku P(Q) postupne v bodoch E a F'. Oznaéme N druhy priesecnik kruznic opisanych
trojuholnikom PMF a QM E. Dokazte, 7ze body A, M, N leZia na jednej priamke.

11. Nech p, ¢ st prvoéisla, pricom ¢ # 2. Dokazte, ze celé ¢islo z spliiajtce
ql(x+1)P—2aP

existuje prave vtedy, ked
g=1 (mod p).

12. Nech ABCD je tetivovy Stvoruholnik s opisanou kruZnicou k a nech r a s st postupne
obrazy priamky AB v osovej sumernosti podla osi vnitorného uhla CAD a CBD. Priamky r
a s sa pretinaji v bode P, ktory sa nachadza vo vonkajsej oblasti kruznice k. Ozna¢me O stred
kruznice k. Dokéazte, ze priamky OP a C'D st na seba kolmé.

13. Najdite najvac¢si mozny koneény pocet koreriov rovnice
|z —a1|+ |z —ag|+ ...+ |z —asz]| = |z —b1| + |z — ba| + ... + |x — bya],
kde ay, as, ..., ass, b1, by, ..., bys sU po dvoch rézne redlne cisla.

14. Uvazujme S$tvoréekova mriezku n X n, kde n je kladné celé ¢islo. V jednom tahu vyberieme
Styri policka, ktoré lezia na prieniku dvoch riadkov a dvoch stlpcov a na kazdé z nich polozime
zetén. Tento tah moéZzeme spravit len vtedy, ked aspoii jedno zo Styroch vybranych poli¢ok je
prazdne. V zavislosti od ¢isla n uréte najviicsi pocet tahov, ktory mozeme spravit, ak za¢iname
s prazdnou mriezkou.

15. N4jdite vietky kladné celé &isla n také, ze ¢(n) deli n? + 3. (Cislo ¢(n) oznacuje Eulerovu
funkciu, t.j. pocet kladnych celych ¢isel neprevysujucich n, ktoré st s ¢islom n nestdelitelné.)

16. Je dany roznostranny ostrouhly trojuholnik ABC. Nech H je jeho ortocentrum a O stred
kruznice opisanej. Dalej nech B’ = BHNAC,C' = CHNAB, P = AHNB'C' aT = AONBC.
Ozna¢me M stred strany BC. Dokazte, ze M H || TP.

17. Najdite vietky kladné celé &isla n také, Ze do buniek obdlZnikovej tabulky vieme napisaft
vSetky kladné delitele ¢isla n tak, Ze st splnené nasledovné podmienky:

e vSetky bunky obsahuji navzajom rézne delitele;

e sucty vo vsetkych riadkoch st rovnaké;

e sucty vo vietkych stipcoch st rovnaké.

18. Najdite najmensiu redlnu konstantu C' tak, ze pre Tubovolné kladné redlne éisla aq, as, as,
a4 a ay (nie nutne rozne) vieme zvolit rézne indexy i, j, k a [ také, ze

Y k| <o

a; aj



