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66. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania tloh MEMO

(SutaZ sa konala 21. -27. 8. 2017.)
Sttaz jednotlivcov:
I-1. N4jdite vSetky funkcie f:R — R spliajice
f@®+ f2)f(y) = af(x +y)
pre vSetky redlne cisla x a y. (Slovensko, Patrik Bak)

I-2. Nech n = 3 je celé ¢islo. Oznacenie n vrcholov, n stran a vnitra pravidelného

n-uholnika 2n+1 réznymi celymi ¢islami nazyvame priemernée, ak su splnené nasledovné

podmienky:
e Kazda strana je oznacenad aritmetickym priemerom cisel na jej koncovych
vrcholoch.
e Vnutro n-uholnika je oznacené aritmetickym priemerom vsetkych c¢isel na jeho
vrcholoch.
Najdite vSetky celé ¢isla n = 3 také, Ze existuje priemerné oznacenie pravidelného
n-uholnika pozostavajice z 2n + 1 po sebe iducich celych cisel. (Ceska rep.)

I-3. Je dany konvexny pétuholnik ABCDE. Ozna¢me P priesecnik priamok CE a BD.
Dokéazte, ze ak plati |{PAD| = |{ACB| a |{CAP| = |[{EDA]|, tak bod P lezi na
priamke urcenej stredmi kruznic opisanych trojuholnikom ABC a ADE.

(Slovensko, Patrik Bak)
I-4. Najdite najmensiu hodnotu vyrazu

27 — 1817,
pri¢om m a n su kladné celé ¢isla. (Nemecko)
Sataz druzstiev:
T-1. N4jdite vSetky dvojice polynémov (P, Q) s realnymi koeficientmi spliajice
Pz +Q(y) = Qx + P(y))
pre vSetky reélne ¢isla = a y. (Polsko)
T-2. Najdite najmensiu mozna redlnu konstantu C' tak, Ze nerovnost
|22+ + 28 1| S Cl2® +o° + 25+ 1

plati pre vSetky realne éisla z, vy, z spliajice z +y + z = —1. (Rakusko)



T-3. Na kazdom policku tabulky 2017 x 2017 je lampa. Kazda lampa je bud zapnuta,
alebo vypnutad. Lampu nazyvame tonistd, ak méa parny pocet zapnutych susednych
lamp. Aky je najmensi mozny pocet tonistych lamp? (Dve lampy st susedné, ak sa
nachadzajt vedla seba v rovnakom riadku alebo v rovnakom stipci danej tabulky.)

(Rakusko)
T-4. Nech n 2 3 je celé ¢islo. Postupnost Py, Ps, ..., P, roznych bodov v rovine nazy-
vame presiband, ak ziadne tri body postupnosti nelezia na jednej priamke, lomena ciara
P P; ... P, nepretina samu seba a pre kazdé ¢ = 1,2, ...,n—2 je trojuholnik P; P; 1 P; 2
orientovany proti smeru hodinovych ruci¢iek. Pre kazdé celé ¢islo n = 3 najdite naj-
vicsie celé ¢islo k s nasledovnou vlastnostou: existuje n réznych bodov Ay, Ao, ..., A,
leziacich v jednej rovine takych, Ze existuje k réznych permutacii o:{1,2,...,n} —
— {1,2,...,n}, pre ktoré postupnost Ay (1), As(2),- .., Ax(n) je presibana. (Lomend
Ciara P, P, ... P, pozostava z tseCiek P, Py, PoPs, ..., P,_1P,.) (Polsko)

T-5. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik taky, ze |AB| > |AC| a ' je kruznica jemu
opisana. Stred kratSieho oblika BC kruznice I' ozna¢me M a priese¢nik polpriamok
AC a BM ozna¢me D. Nech FE # C' je priese¢nik vnutornej osi uhla AC'B a kruznice
opisanej trojuholniku BDC'. Predpokladajme, ze bod E lezi vo vnutri trojuholnika
ABC a existuje priesecnik N priamky DFE s kruznicou I' taky, ze F je stred tisecky DN.
Dokéazte, ze N je stred tusecky Iglc, kde Ig, Io st postupne stredy kruznic pripisanych
ABC oproti vrcholom B a C. (Chorvatsko)

T-6. Nech T je kruznica so stredom v bode O opisana ostrouhlému trojuholniku ABC),
pre ktory plati, ze |AB| # |AC|. Doty¢nice ku kruznici I' v bodoch B a C sa pretinajt
v bode D. Nech priamka AO pretina BC v bode E. Ozna¢me M stred tusecky BC
a N # A priesecnik priamky AM a kruznice I'. Nech F' # A je bod leziaci na I taky, ze
A, M, E, F lezia na jednej kruznici. Dokazte, Ze priamka F'N rozpoluje tsecku M D.

(Slovensko, Patrik Bak)

T-7. Najdite vSetky kladné celé ¢isla n = 2 také, Ze existuje usporiadanie g, x1, ...,
Tp_1 Cisel 0, 1, ..., n — 1 také, Ze sucty

Zo, .I'0—|—ZC1, ey .’E0—|—£L‘1—|—...—|—$n_1
davaja navzajom roézne zvysky po deleni n. (Polsko)
T-8. Pre celé ¢islo n 2 3 definujeme postupnost o, s, . . ., i ako postupnost exponen-
tov v prvoéiselnom rozklade n! = p'pg?...pi*, kde p1 < p2 < ... < pi st prvodisla.
N4jdite vSetky celé ¢isla n = 3, pre ktoré je aq,as,...,a, geometrickd postupnost.

(Rakusko)



