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67.roc¢nik Matematickej olympiady
2017/2018 Riesenia tloh krajského kola kategorie A

1. Pavol striedavo vpisuje kriziky a krizky do policok tabulky (zacina krizikom). Ked
je tabulka celd vyplnend, vysledné skore spocita ako rozdiel X — O, pricom X je siucet
druhgjch mocnin poctov krizikov v jednotlivijch riadkoch a stlpcoch a O je sucet druhich
mocnin poctov krizkov v jednotlivijch riadkoch a stlpcoch. Urcte vsetky mozné hodnoty
skore dosiahnutelné pre tabulku 67 x 67. (Josef Tkadlec)

RiesSenie. Ozna¢me n = 67 rozmer tabulky. KedZe ¢islo n je neparne, je krizikov
v tabulke celkom k = 3(n? 4 1). Prispevok riadku obsahujiceho a krizikov a n — a
krzkov do celkového skére je a? — (n — a)? = 2na — n?.

KedZe sucet vSetkych hodndt a pre jednotlivé riadky je rovny vysSie uréenému
¢islu k, s¢itanim cez vSetkych n riadkov ziskavame, zZe ich celkovy prispevok je

2
2nk—n-n2:n +1-2n—n3:n.

To isté plati aj pre stipce, takze vysledné skére je vzdy rovné n +n = 2n = 134.

Iné riesenie. Uvazujme tabulku n x n vyplnent tplne lubovolne krizkami a krizikmi.
Dokéazeme, ze prepisanim lubovolného kruzku na krizik sa skére zvysi o 4n, a kedze pre
tabulku vyplnent samymi krtzkami je skére rovné —2n2 a Pavlom vyplnens tabulka
obsahuje 1(n?+ 1) krizikov, bude vysledné skére vzdy rovné —2n3+4n- 1 (n?+1) = 2n.

Ozna¢me prepisované policko P a predpokladajme, Ze v stipci a riadku obsahuji-
com P sa nachadza s, resp. r krizikov. Prispevok tohto riadku a stipca sa tak zmeni
z povodného

A=r>—(n—7r)2+s—(n—s)?=2n(r+s)—2n°

na
B=(r+1)-n—-r—124+(+1)2-(n—-s—1)2?=2n(r+1+s+1)—2n?

zatial ¢o prispevok ostatnych riadkov a stipcov sa nezmeni. Kedze B — A = 4n, sme
hotovi.

Iné riesenie. Ak vyplni Pavol tabulku 67 x 67 tak, ze sa kriziky nachédzaju prave
vo vSetkych polickach prvych 33 riadkov a v prvych 34 polickach 34. riadku, Tahko
vyjadrime

X =33-677434% +34-34> + 33 - 33

O =33%+33-67%+34-33%2+ 33342

Pre takto vyplnent tabulku ndm vyjde X — O = 2 - (34% — 332) = 134.

Teraz dokazeme, ze hodnota skére nezavisi od toho, v ktorych polickach kriziky
st. Na to sta¢i dokazat, ze hodnota skére sa nezmeni, ked prehodime krizik s krazkom
leziacim v tom istom riadku alebo v tom istom stipci. Opakovanym prevadzanim takjch
operéacii mozno totiz z kazdej Pavlom vyplnenej tabulky ziskat tabulku vyplnena ako
vo vysSie opisanom pripade.



Bez ujmy na vsSeobecnosti predpokladajme, ze prehadzované znaky lezia v tom
istom riadku, a ozna¢me s, s, stipce, v ktorgch lezi prehadzovany krizik, resp. krazok.
Napokon ozna¢me a, b pocet (ostatnych) krizikov v stipcoch s,, s,. Prispevok stlpca s,
do vysledného skére sa zmeni z povodného A; = (a+ 1)? — (n —a — 1)? na nové As =
= a? — (n — a)?, prispevok stlpca s, sa zmeni z povodného B; = b%* — (n — b)? na nové
By = (b+1)2 — (n — b — 1)? a prispevky ostatnych stipcov a riadkov sa nezmenia.
Vysledné skére sa tak zmeni o hodnotu

Ay —A1+By—B1=-2a—1-2n—a)+1+2b+1+2(n—0) —1=—-2n+2n=0.

Tym sme hotovi.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Netplné riesenie: Po 1 bode dajte za tvrdenie, ze skére bude vzdy
134 (bez zdovodnenia), a za opisany vypoclet skére pre nejaké konkrétne vyplnenie tabulky. Pri
treftom rieSeni nestrhévajte body za absenciu formélneho dokazu, Ze z jednej vyplnenej tabulky mozno
postupnym prehadzovanim krizikov a kruzkov dostat kazdd int vyplnenu tabulku.

2. Dand je polkruznica k nad priemerom PQ. Na nej je zostrojend tetiva BC' pevnej
dlzky d, ktorej krajné body si rézne od bodov P, Q. Luc wvyslany z bodu B sa od
priemeru PQ odrazi do bodu C v takom bode A, Ze |{PAB| = |{QAC|. Dokazte,
Ze velkost uhla BAC nezdvisi od polohy tetivy BC na polkruznici.

(Sarka Gergelitsova)

Riesenie. Oznac¢me [ polkruznicu, ktora je obrazom polkruznice k v osovej siimernosti
podla priemeru P(Q), a zostrojme bod C’ ako obraz bodu C v tejto osovej simernosti.
Bod C’ zrejme lezi na . Z vlastnosti osovej sumernosti dalej vyplyva |{QAC’| =
= |4QAC|, akedze |£QAC| = |£PAB], lezia body B, A, C’ na jednej priamke (obr. 1).
Zaroven je trojuholnik C'C A rovnoramenny, takze pre jeho vonkajsi uhol BAC plati

|KBAC| = |£AC'C| + |LACC'| = 2|4BC'C].

Tetiva BC kruznice k Ul méa pevni dlzku, preto mé aj prislusny obvodovy
uhol BC’C konstantnu velkost. Hodnota |{ BAC| = 2|£BC’C| tak nezavisi od polohy
tetivy BC.
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Iné riesenie. Oznacme O stred priemeru P(Q) polkruznice k. Dokazeme, ze bod O vzdy
lezi na kruznici s opisanej trojuholniku ABC' (obr.2). A kedZe cely priemer PQ lezi
v polrovine urcenej tetivou BC, vyplynie z rovnosti obvodovych uhlov nad tetivou BC'
rovnost | BAC| = |£BOC|, ¢o je hodnota, ktora od polohy tetivy BC' nezavisi. Tym
bude tvrdenie ulohy dokazané.

Uvedomme si, ze bod O lezi na osi o tsecky BC, na ktorej lezi aj stred S toho
obliuka BC' kruznice s, ktory neprechadza bodom A. Priamka OS tak obsahuje priemer
kruznice s s jednym krajnym bodom S. Podla Télesovej vety bude jeho druhym krajnym

bodom prave bod O priamky PQ (a nas dokaz tak bude ukonéeny), ked overime, ze
SA L PQ.

Podla zadania st zhodné uhly BAP a CAQ, vdaka zhodnosti tetiv SB a SC
kruznice s st vSak zhodné aj uhly BAS a C'AS, takze st zhodné aj uhly SAP a SAQ,
s to teda naozaj dva pravé uhly, ako sme sIubili overit.

Pozndmka. Dodajme, ze bod A na P(Q je rovnostou zo zadania jednoznacne urceny.
Staci preto ukazat, ze bod A mozno najst ako priese¢nik kruznice s opisanej (rovnora-
mennému) trojuholniku OBC' s priamkou PQ: Ak je BC rovnobezné s PQ), je zrejme
A = O; v opa¢nom pripade existuje dalsi priese¢nik X # O kruZnice s s priamkou PQ
a pre ten plati, ze v nom vztycena kolmica na P( prechadza stredom S obluka BC, je
teda osou uhla BXC, takze naozaj X = A.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho pri prvom postupe dajte 2 body za zdévodnenie, ze bod C’ lezi
na priamke AB (alebo B’ na AC), 2 body za vyjadrenie |{ BAC| pomocou |{ BC'C| alebo |£ BOC|,
2 body za dokoncenie dékazu. Pri druhom postupe dajte 4 body za ddékaz toho, Ze bod O vidy lezi
na kruznici opisanej trojuholniku ABC' ¢i bod A na kruznici opisanej trojuholniku OBC a 2 body za
dokoncenie dékazu.

3. Su dan€ dve rozne kladné redlne cisla a, b. UvazZujme rovnicu
lax +b| = [bx + a],

pricom |y| oznacuje najvicsie celé cislo, ktoré neprevysuje y. Dokdzte, Ze existuje
interval diZky aspon

1
max {a, b}’

ktoreho vsetky body su rieseniami danej rovnice. (Patrik Bak)

RieSenie. Uvazujme linedrne funkcie f(z) = ax + b a g(x) = bz + a. Kedze ¢isla a, b
st kladné a rézne, su ich grafy dve rézne priamky s kladnou smernicou a obe funkcie
f a g st rastice. A kedze f(1) = g(1) = a + b, je bod P[1,a + b] priese¢nikom oboch
priamok (obr. 3).
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Obr. 3

Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze b > a, takze priamka urcena
funkciou ¢ je ,strmsia“ ako priamka urcena funkciou f. Inymi slovami, pre =z < 1
je f(z) > g(x), zatial ¢o pre x > 1 je f(x) < g(x). To inak vyplyva aj z algebraického
vyjadrenia

f(z) —g(z) = (ax +b) — (bx +a) = (b—a)(1 — x).

Ozna¢me t = |a+b| a ndjdime ¢isla 21 = 1 < xo také, ze g(z1) =t ag(axs) =t+1
(t.j.z1=(t—a)/baxzy=(t+1—a)/b). Tvrdime, ze interval (x1,x2), ktory obsahuje
¢islo 1, méa vsetky pozadované vlastnosti.

Najskor ukézeme, zZe pre kazdé x € (xq, x2) plati

ts f(z)<t+1 a t=g(x) <t+1, (1)

¢o povedie k zaveru, ze x je rieSenim zadanej rovnice, pretoze obe jej strany potom
budu rovné d¢islu t.

Naozaj, pre kazdé také x plati bud 7 < =z < 1, alebo 1 < z < z5. Vdaka
nerovnostiam medzi hodnotami f a g v prvom pripade plati

t=g(z1)=gx) S flx) S fl)=a+b<t+1,
v druhom pripade potom je
t<a+b=f(1) < f(z) <glz) <glze) =t +1,

takze (1) plati v oboch pripadoch. Vsetky ¢isla z intervalu (zy,z2) s tak rieSenim
zadanej rovnice. Navyse z rovnosti

l=t+1—t=bry+a— (bx; +a)="0b(xrs —x1)

vyplyva
1 1
To—T1=—= ———,
> 7 b T max{a, b}
teda interval (z1,r2) mé aj pozadovant dlzku.
Z nasho vysledku vyplyva, ze podmienkam tlohy vyhovuje aj interval (z1, z2).
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Iné rieSenie. Pre Tubovolne zvolené celé ¢islo ¢ ma rovnica |ax + b| = t za rieSenia
prave tie x, pre ktoré plati ¢t < ax + b < t + 1. Také x vdaka podmienke a > 0 tvoria
interval

<t;b7t—z+1),

I =

ktory ma dizku 1/a. Podobne vsetky riesenia rovnice |bx + a| = t tvoria interval

12:<t—ba’t—c;+1)

dizky 1/b. V pripade a < b tak sta¢i dokazat existenciu celého ¢, pre ktoré m4 interval
I, NI, rovnaku dizku 1/b ako kratsi interval I5. To nastane prave vtedy, ked bude platit
I, C I, ¢o mozno vyjadrit dvojicou nerovnosti medzi krajnymi bodmi oboch intervalov
v tvare
t—b < t—a N t—a+1 < t—b—l—l.
a ~— b b - a

Lahko sa presved¢ime, Ze za nasho predpokladu 0 < a < b obe nerovnosti platia

prave vtedy, ked

a+b—1=5t<a+b.

Vzdy teda vyhovuje t = |a + b]; ak je ¢islo a + b celé, vyhovuje aj t = a + b — 1.
Vzhladom na symetriu plati predchadzajica veta aj v opacnej situacii, ked a > b.

Za plné riesenie dajte 6 bodov, v pripade drobnych nedostatkov strhnite 1 bod. Pri hodnoteni ¢ias-
to¢nych rieseni dajte nasledujuce body (Giastkové body podla prvého a druhého rieSenia sa neséitajal).

Pri postupe podla prvého riesenia 1 bod za konstatovanie, Ze vyhovuje x = 1, ¢iZe Ze sa uvazované
priamky pretinaja v bode [1,a + b], 1 bod za rozhodnutie, Ze budeme hladat iba tie x, pre ktoré sa
obe strany rovnice rovnaju hodnote ¢ = |a + b], 1 bod za vypodet krajnych bodov z1, z2 pri strmsej
funkcii pomocou a, b a t (postacuje pre jeden z pripadov a < b, a > b), dalsi 1 bod za dokaz, ze interval
s tymito krajnymi bodmi mé pozadovanit dizku 1/ max(a,b) a 2 body za algebraické alebo grafické
overenie, Ze na tomto (polouzavretom) intervale sa obe strany rovnice rovnaju. V pripade postupu
podla druhého riesenia dajte 2 body za najdenie intervalov, v ktorych su funkcie |az + b| a [bx + a]
rovné konstante ¢, 1 bod za dékaz, ze kratsie z nich majia pozadovant dlzku 1/ max(a,b), 1 bod za
spravny zapis inkluzie a 2 body za dopoditanie t = |a + b].

Ak riesitel nebude postupovat v dostato¢nej vseobecnosti vzhladom na reilne parametre a a b,
dajte nanajvys 1 bod za (iplny) dékaz pre jednu konkrétnu dvojicu (a, b) a nanajvys 3 body za (Gplny)
dokaz pre nekoneéne vela dvojic (a,b) (napriklad pre dvojice a =1, b = m > 1, priéom m je lubovolné
prirodzené ¢islo).

4. Rozhodnite, ¢i existuju kladné celé ¢isla n a k take, Ze
n
11 —n
je druhou mocninou celého cisla. (Jan Mazak)
Riesenie. Také cisla neexistuju. Predpokladajme naopak, ze n a k su kladné celé ¢isla
také, ze

n 2

11 —n

pre nejaké kladné celé ¢islo a. Po jednoduchej tiprave dostavame
n(a® +1) = a? - 11%,
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Kedze ¢isla a? a a? 4 1 st pre kazdé a = 1 nesudelitelné, musi byt a? + 1 delitelom
¢isla 11%, a to delitelom netrividlnym, pretoze a?> + 1 > 1. To znamena, ze a® + 1 =
= 11! pre nejaké 1 < t < k, ¢ize ¢islo a® musi po deleni 11 déavat zvySok 10. Lahko
vSak overime, ze ziadna druha& mocnina celého cisla zvysok 10 po deleni 11 nedava: to
samozrejme staci overit iba pre ¢isla 0,1,...,10. Ich druhé mocniny davaja postupne
zvysky 0,1,4,9,5,3,3,5,9,4,1, ¢im sme dospeli k slibenému sporu.

Ziadne také ¢isla n a k neexistuju.

Pozndmka. Kedze (11 — )2 = 11 - (11 — 2r) + r2, d4vaja druhé mocniny éisel 7
a 11 —r po deleni 11 rovnaké zvysky, takze posledné tvrdenie stacilo overit iba pre
¢isla 0,1,2,3,4,5.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 3 body za dokaz, ze staéi riesit rovnicu a2 + 1 = 11* pre
t 2 1; 2 body za doékaz, Ze ziadna druh4 mocnina celého &isla neddva zvySok 10 po deleni 11; 1 bod

za dokoncenie dokazu. Len za uvedenie spravnej odpovedi (bez akéhokolvek zdovodnenia) neudelujte
ziadny bod.

Uspesnym riesitelom je ten ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov. Pri kazdej tilohe sa
za akékolvek uplné riesenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu postupom, ktory sa
odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieseni, ale tilohu nevyriesi uiplne, bodovacia schéma
sa zvoli tak, aby ¢o najlepsie korespondovala so schémami uvedenymi v tomto letaku.
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