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1. Vekovy priemer vietkych ludi, ktori sa zisli na rodinnej oslave, bol rovny poctu
pritomnych. Teta Beta, ktora mala 29 rokov, sa vzdpdti ospravedinila a odisla. Aj po
odchode tety Bety bol vekovy priemer vetkych pritomnych ludi rovny ich poctu. Kolko
ludi bolo povodne na oslave? (Libuse Hozova)

Napad. Aky je vztah medzi po¢tom pritomnych a stétom ich vekov?

Riesenie. Vekovy priemer vSetkych Tudi, ktori sa zisli na oslave, je rovny podielu suc¢tu
vekov vSetkych pritomnych (ozn. s) a ich poétu (ozn. n). Podla zadania plati

=n, Cize s§= n?.
Po odchode tety Bety sa pocet pritomnych zmensil o 1 a stcet ich vekov o 29. Podla
zadania plati
s —29
n—1

=n—1, ¢&ze s—29=(n—1)>

2

Ked do poslednej rovnice dosadime s = n*, roznasobime pravu stranu a dalej upravime,

dostaneme
n?—29=n?—-2n+1,
2n = 30,
n = 15.

Na rodinni oslavu sa povodne dostavilo 15 Tudi.

2. V lichobezniku VODY plati, Ze VO je dlhsou zdkladnou, priesecnik uhlopriecok K
deli usecku VD v pomere 3 : 2 a obsah trojuholnika KOV je rovny 18,5 cm?. Urcte
obsah celého lichobeznika. (Michaela Petrova)

Napad. Co viete povedat o dalgich trojuholnikoch obsiahnutjch v lichobezniku?

Riesenie. Kedze VO je dlhsou zakladnou lichobeznika VODY, bod K na uhlopriecke
VD je blizsie k vrcholu D.

Y D

Vv O

Trojuholniky KOV a KDO maja spoloénit vysku z vrcholu O a dlzky stran
VK a KD prisluchajucich k tejto vyske s v pomere 3 : 2. Preto aj obsahy tychto
trojuholnikov su v rovnakom pomere, teda

2
Skpo = gSKOV-

1



Trojuholniky VOD a VOY maju spolo¢ni stranu VO a rovnakt vysku na tato stranu,
preto maju rovnaké obsahy. Trojuholnik KOV je castou oboch tychto trojuholnikov,
preto maju rovnaké obsahy aj trojuholniky K DO a KYV,

2
Skyv = Skpo = gSKOV-

Trojuholniky K'YV a KDY maju spolo¢nu vysku z vrcholu Y a zodpovedajuce strany
VK a KD st v pomere 3 : 2. Preto aj obsahy tychto trojuholnikov st v rovnakom

pomere,

2 4

S =_-95 =_-95 .
KDY = gOKYV = gOKOV

Obsah celého lichobeznika je stc¢tom obsahov uvedenych styroch trojuholnikov, teda

Svopy = Skov + Skpo + Skyv + Skpy =
2 4 25

2
—(1+242 —)S — 22 13,5 = 37,5 (cm?).
(+3+3+9 KoV ="9 (om”)

Pozndmka. Pri postupnom vy¢islovani obsahov vys$ie menovanych trojuholnikov do-
stavame
2 2
Skpo = Skxyv = 9cm®, Sgpy = 6cm”®.

Rovnost Skxyy = %SKOV, resp. Skpy = %SKOV mozno zdovodnif priamo pomo-
cou podobnosti trojuholnikov KOV a KY D (koeficient podobnosti je 3 : 2).

3. Roboti Robert a Hubert skladaju a rozoberaji mlynceky na kdvu. Pritom kazZdy
z nich mlyncek zloZi Styrikrat riychlejsie, ako ho sdm rozoberie. Ked rano prisli do
dielne, niekolko mlynéekov uz tam bolo zloZenych. O 7:00 zacal Hubert skladat a Rébert
rozoberat, presne o 12:00 Hubert dokoncil skladanie mlynceka a Rdbert rozoberanie
in€ho. Celkom za tito zmenu pribudlo 70 miyncekov. O 13:00 zacal Robert skladat
a Hubert rozoberat, presne o 22:00 dokoncil Robert skladanie posledného mlyndéeka
a Hubert rozoberanie ineho. Celkom za tuto zmenu pribudlo 36 milyncekov. Za ako dlho
by zlozili 360 mlyncekov, keby Robert aj Hubert skladali spolocne?  (Karel Pazourek)

Napad. Kolko mlynéekov pribudne za hodinu v kazdej zo zmien?

Riesenie. V dopoludnajsej pathodinovej zmene pribudlo 70 mlynéekov, ¢o zodpoveda
70 : 5 = 14 mlynéekom za hodinu. V odpoludnajsej devithodinovej zmene pribudlo
36 mlyncekov, ¢o zodpoveda 36 : 9 = 4 mlyncekom za hodinu. Ak by roboti pracovali
jednu hodinu dopoludiajsim spésobom a jednu hodinu odpoludnajsim spésobom, vy-
robili by 14 +4 = 18 mlyncekov a pritom by vyrobili rovnaké mnozstvo mlynéekov, ako
keby spolu skladali (a ni¢ nerozoberali) % hodiny. Roboti by spolu zlozili 360 mlyncekov
za 2 - 20 = 15 hodin, lebo 360 = 18 - 20.

Iné riesenie. Ak h oznacuje pocet mlyncéekov, ktoré zlozi Hubert za hodinu, a r pocet
mlyncekov, ktoré za hodinu zlozi Rébert, tak za hodinu rozlozi Hubert ih mlyncekov
a Rébert ir mlyncekov. Informéacie zo zadania vedd na stustavu dvoch rovnic

5(h - ir) =70,
9(r . }lh) — 36.
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Riesenim tejto stustavy dostaneme r = 8 a h = 16. Za hodinu by tak obaja roboti spolu
zlozili » + h = 24 mlyncekov. Teda 360 mlynéekov by spolu skladali 360 : 24 = 15
hodin.

4. Cisla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9 sa chystali na cestu vlakom s tromi vagonmi. Chceli
sa rozsadit tak, aby v kaZdom vagone sedeli tri ¢isla a najvicsie z kazZdej trojice bolo
rovné suctu zvysnych dvoch. Sprievodca turdil, Ze to nie je problém, a snazil sa cislam

pomoct. Naopak vypravca turdil, Ze to nie je mozné. Rozhodnite, kto z nich mal pravdu.
(Erika Novotna)

Napad. Uvazujte paritu (parnost, neparnost) ¢isel a ich suctov.

Riesenie. Ak by sa ¢isla dali rozsadit do vagénov podla ich Zelani, tak by stacet troch
najvicsich cisel z kazdého vagéna bol rovnaky ako sucet zvysnych Siestich c¢isel. To by
znamenalo, Ze sucet vSetkych deviatich ¢isel by bol parny. Avsak tento sucet je

1+24+3+4+5+6+T7+8+9 =45,

¢o je neparne ¢islo. Preto ¢isla pozadovanym spdsobom rozsadif nemozno, pravdu mal
vypravca.

Iné riesenie. Medzi ¢islami 1 az 9 je pét neparnych (N) a Styri parne (P). Parne ¢islo
mozno vyjadrif ako stcet dvoch neparnych ¢isel alebo ako stéet dvoch parnych ¢isel.
Neparne ¢islo mozno vyjadrit jedine ako stcet neparneho a parneho ¢isla. V kazdom
vagéne teda moézu podla uvedenych poziadaviek sediet iba nasledujtce skupiny ¢isel:

bud {N, N, P}, alebo {P, P, P}.

Akymkolvek priradenim tychto moznosti do troch vagénov dostaneme vzdy spolu parny
pocet neparnych cisel a neparny pocet parnych ¢isel. V nasom pripade je to vsak naopalk,
preto sa ¢isla nedaju rozsadit podla ich Zelani. Pravdu mal teda vypravca.

Poznamka. Pri akomkolvek rozmiestneni piatich neparnych ¢isel do troch vagénov bude
vzdy v niektorom vagoéne prave jedno alebo prave tri neparne ¢isla. A v takom vagéne
uréite nebude platit poziadavka o stucte.

Iny napad. Ktoré ¢isla mohli cestovat s ¢islom 97

Iné riesenie. Mozeme postupne po vagénoch rozsadzovat ¢isla od najvicsieho tak, aby
platila poziadavka o ich stéte. Cislo 9 moZe cestovat s niektorou z nasledujtcich dvojic:
e 8 a 1: v dalSom vagéne mdze 7 cestovat s niektorou z nasledujicich dvojic:
> 5 a 2: na dalsi vagén ostava 6, 4 a 3, ale 6 # 4 + 3,
> 4 a 3: na dalsi vagén ostava 6, 5 a 2, ale 6 # 5 + 2,
e 7 a 2: v dalSom vagéne moze 8 cestovat jedine s dvojicou
> 5 a 3: na dalsi vagén ostéva 6, 4 a 1, ale 6 # 4 + 1,
e 6 a 3: v dalSom vagéne moze 8 cestovat jedine s dvojicou
> 7 a 1: na dal$i vagén ostava 5, 4 a 2, ale 5 # 4 + 2,
e 5 a 4: v dalSom vagéne mdze 8 cestovat s niektorou z nasledujicich dvojic:
> 7 a 1: na dalsi vagén ostava 6, 3 a 2, ale 6 # 3 + 2,
> 6 a 2: na dal$i vagén ostava 7, 3 a 1, ale 7 # 3 + 1.
Zistili sme, ze ¢isla sa nedaju rozsadif tak, aby poziadavka o stcéte platila vo
vSetkych vagénoch. Pravdu mal teda vypravca.



5. Vnitri obdlznika ABCD leZia body E o F tak, Ze usecky EA, ED, EF, FB, FC
st navzdjom zhodné. Strana AB je dlhd 22 cm a kruznica opisand trojuholniku AF D
md polomer 10 cm. Urcte dlzku strany BC. (Lucie Ruzickova)

Napad. Kde lezi stred kruznice opisanej trojuholniku AF D?

Riesenie. Bod F je rovnako daleko od bodov A a D, bod F' je rovnako daleko od bodov
B a C atsecky AD a BC st protilahlymi stranami obdlZnika. Preto body E a F leZia na
spolo¢nej osi use¢iek AD a BC. Bod E ma rovnaku vzdialenost od vSetkych vrcholov
trojuholnika AF D, preto je stredom jemu opisanej kruznice. Znazornenie bodov zo
zadania vyzerd nasledovne (body P a R st priese¢niky osi EF so stranami AD a BC,
t.j. stredy tychto stran):
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Trojuholniky APE, DPE, BRF a CRF st navzajom zhodné pravouhlé trojuhol-
niky, ktorjch jedna odvesna je polovicou hladanej strany obdlZnika a velkosti zvysnjch
dvoch stran vieme odvodif zo zadania. Napr. v trojuholniku APFE mé prepona AFE
velkost 10 cm a odvesna PE ma velkost (22 — 10) : 2 = 6 cm. Podla Pytagorovej vety
plati

|PA]? + 6% = 107,

teda |PA|? = 64 a |PA| = 8 cm. Dlzka strany BC je 16 cm.

Pozndmka. Na uvedenom obrazku mlcky naznacujeme, ze strana AB je dlhsia ako
BC'. To je sice potvrdené nasledujicim vypoctom, ale mozno si to vSimnuf priamo:
Prepona AFE v pravouhlom trojuholniku APFE je dlhsia ako odvesna PA, ¢o je polovica
strany BC'. Ak by strana BC' bola dlhsia ako strana AB, bola by tsecka AF tiez dlhsia
ako polovica strany AB. Z predchédzajiceho vSak vieme, Ze |AE| = 10cm a 3|AB| =
= 11 cm, takZe tato situdcia nastat nemoze.

6. Na priamke predstavujicej ciselni os uvdzte navzdjom rozne body zodpovedajice
cislam a, 2a, 3a+ 1 vo vsetkych moznych poradiach. Pri kaZdej mozZnosti rozhodnite, ¢i
je také usporiadanie mozné. Ak dno, uwvedte konkrétny priklad, ak nie, zdovodnite preco.

(Michaela Petrova)

- -

Napad. Co mézete povedat o usporiadani trojice éisel a, 2a, 3a?

4



RiesSenie. Pred samotnym rozborom moznosti si v§imnime niekolko uzitoénych faktov.
KedZe ¢isla maju byt navzajom rézne, musi byt a # 0. Vzdialenosti medzi susednymi
¢islami vo $tvorici 0, a, 2a, 3a st rovnaké, a to |a|, pritom usporiadanie tejto Stvorice
zévisi na znamienku a: ¢islo a je kladné prave vtedy, ked plati

0<a<2a< 3a, (1)
¢islo a je zaporné prave vtedy, ked plati
3a <2a<a<0. (2)
Bez ohladu na znamienko a dalej plati
3a < 3a + 1. (3)

Vsetky mozné usporiadania troch navzajom réznych ¢isel su tieto:

) a <2a<3a+1,
) a<3a+1<2a,
c) 3a+1<a<2aq,
) 3a+1< 2a < a,
) 2a <3a+1<a,
f) 2a <a <3a+1.

Pre kladné a podla podmienok (1) a (3) plati a < 2a < 3a + 1, ¢o zodpoveda
moznosti a) a sucasne vylu¢uje moznosti b) a c¢). VSeobecny vztah medzi trojicou
Cisel vyhovujicej moznosti a) a jej ukotvenim na ¢iselnej osi (t.j. ¢islami 0 a 1) je
schematicky znézorneny na nasledujicom obrazku. Konkrétny priklad usporiadania a)
je dany dosadenim napr. a = %, teda % < % < 3.

b —
T

0 a 1 2a 3a 3a+1

Pre zaporné a nemézeme z podmienok (2) a (3) o vzfahu 3a+ 1 vzhladom k a a 2a
povedat nié¢ blizsie. Postupne ukézeme, Ze kazdy zo zvy$nych pripadov je mozny:

Vseobecné vztahy medzi trojicami ¢isel vyhovujtcich moznostiam d), e), resp. f)
a Cislami 0 a 1 s schematicky zndzornené na nasledujicich obrazkoch. Konkrétny
priklad usporiadania d) je dany dosadenim napr. a = —2, teda —5 < —4 < —2.

1 1
1 1 1
3¢ 3a+1 2a a 0 1
|al |al |al
, ; . . . , . 2 4
Konkrétny priklad usporiadania e) je dany dosadenim napr. a = —%, teda —3 < —1 <

2
< -3



3a 2a 3a+1 a 0 1
|al |al |al
Konkrétny priklad usporiadania f) je dany dosadenim napr. a = —i, teda —% < —% <
<L
1 1
3. 2a a R 1
|al |al |al

Pozndamka. V pripadoch e) a f) moézeme volit trojice bodov predstavujuicich ¢isla a, 2a
a 3a + 1 tplne Iubovolne; naznacenym spésobom odvodime umiestnenie 0 a 1, a tym
vlastne ur¢ime hodnotu a. V pripadoch a) a d) to tak nie je; napr. pre usporiadanie d)
a bod 3a + 1 zvoleny prilis vlavo od bodu 2a sa moze staf, Zze 3a vyjde niekde medzi,
¢o by bolo v rozpore s podmienkou (3).

Iny napad. Pre jednotlivé usporiadania odvodte mozné hodnoty a.

Iné rieSenie. Vsetky mozné usporiadania troch navzajom roznych cisel s uvedené
v zozname a) aZz f) v predchddzajicom rieSeni. RieSenim nerovnosti v jednotlivych
pripadoch zistujeme, Ze pripad

a) je splneny pre lubovolné a > 0,

b) nie je splneny pre ziadne a,
c) nie je splneny pre ziadne a,
d) je splneny pre Iubovolné a < —1,
e) je splneny pre Iubovolné —1 < a < —1,
f) je splneny pre Iubovolné —% <a<0.

Pre ilustraciu uvaddzame podrobnosti k pripadu b): zodpovedajiice nerovnosti st
splnené prave vtedy, ked plati

a<3da+1l a 3a+1<2a,

¢o je ekvivalentné s dvojicou nerovnosti

1

—=< < -1
5 a a a

Tieto dve podmienky stcasne nespliia ziadne reélne &islo, preto pripad b) nastat
nemoze.

Diskusia v ostatnych pripadoch je obdobna. Vo vsetkych pripadoch, ktoré maju
rieSenie, sta¢i pre konkrétnu odpoved zvolif lubovolné a z uré¢eného intervalu.
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