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67.roc¢nik Matematickej olympiady
2017/2018 Riesenia uloh okresného kola kategorie Z9

Informacia pre okresni komisiu MO:

Pri kazdej ulohe sa za akékolvek tiplné riesenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu
postupom, ktory sa odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieseni, ale tlohu nevyriesi uplne,
bodovacia schéma sa zvoli tak, aby ¢o najlepsie korespondovala s navrhom hodnotenia tu
uvedenym. Uspesnym riesitelom je ten ziak, ktory ziska 12 alebo viac bodov.

Prosime o zaslanie opravenych rieseni okresnych kol aj s vysledkovou listinou predsedom
KKMO alebo nimi poverenej osobe do 16. februara.

Upozorriujeme tiez na moznost zverejnit vysledkovu listinu okresného kola na oficidlnej
stranke Slovenskej komisie MO: skmo . sk. Staci poslat vysledkovi listinu e-mailom na adresu
skmo@skmo.sk v takom forméte, v akom si ju Zeldte zverejnit na internete. Na stranke
skmo . sk/dokument . php?id=429 ndjdete Sablénu vo forméate Excelovskej tabulky, ktorti mo-
Zete pri priprave vysledkovych listin pouzit. Nie je to vSak povinny forméat, mézete pouzit
aj vlastny. Prosime len, aby ste dodrzali oznacenie poradia podla nasledovného prikladu:
Ak prave 5 ziakov dosiahne viac bodov ako ziak X.Y. a prdve traja ziaci (vratane X.Y.)
dosiahnu rovnako vela bodov ako X.Y., tak Ziakovi X.Y. patri v poradi 6. — 8. miesto,
pripadne skratene len 6. miesto. Analogickym postupom sa urcuje umiestnenie vSetkych
ziakov.

1. Stefka a Terezka dostali bonboniéru, v ktorej bolo 35 cokolddovijch cukrikov. Prvy
den zjedla Terezka % toho, ¢o zjedla v tento den Stefka. Druhy deri zjedla Stefka % toho,
¢o zjedla v tento deri Terezka. Na konci druhého dna bola bonboniéra prdazdna. Kolko
cukrikov celkom zjedla Terezka, ked vieme, Ze pocet cukrikov zjedenyjch Terezkou a pocet
cukrikov zjedenych Stefkou sa lisia o najmensiu mozni hodnotu? Kazdy den zjedlo kazdé
z dievéat aspon jeden cukrik a Ziadny cukrik nebol deleny na casti.  (Libuse Hozova)

Riesenie. Prvy den Terezka zjedla % toho, ¢o zjedla Stefka. Pocet cukrikov zjedenych
ten den Stefkou preto musel byt delitelny 5. Druhy den zjedla Stefka % toho, co zjedla
Terezka. Pocet cukrikov zjedenych ten den Terezkou preto musel byt delitelny 4. Pocty
cukrikov zjedenych dievéatami v jednotlivych diioch uvadzame v nasledujtcej tabulke,
pricom x a y st nezname prirodzené cisla:

1. den 2. den
Stefka %4 3y
Terezka 2x 4y

Spolu sa za oba dni zjedlo 35 cukrikov, teda
Tr + Ty =35, Cize x+y=>5. (1)

Rozdiel medzi poé¢tom cukrikov zjedenych Terezkou a poétom cukrikov zjedenych Stef-
kou je

|2z + 4y) — (bx + 3y)| = |y — 3z|. (2)

)
Ak z (1) vyjadrime y = 5 — x a dosadime do (2), dostaneme rozdiel |5 — 4z|. Tento
rozdiel je najmensi mozny préave vtedy, ked x = 1. Z toho vyplyva, ze y = 4 a ze Terezka
celkom zjedla 2 -1+ 4 -4 = 18 cukrikov.
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Pozndmka. Dvojice prirodzenych ¢isel (x,y) vyhovujice rovnici (1) st Styri:

(1,4), (2,3), (3,2), (41).
Dosadenim kazdej z tychto dvojic do ivodnej tabulky dostaneme konkrétne hodnoty,
medzi ktorymi mozno vybrat t s najmensim rozdielom medzi poc¢tami cukrikov zjede-

nych Terezkou a Stefkou. Toto riesenie zodpoveda prvej uvedenej dvojici:

. den 2. den celkom
Stefka 5 12 17
Terezka 2 16 18

Iné riesSenie. KedZe celkovy pocet cukrikov bol 35, ¢o je neparne ¢islo, najmensi mozny
rozdiel medzi cukrikmi zjedenymi Stefkou a Terezkou by mohol byt 1. V takom pripade
by bud Stefka zjedla 18 cukrikov a Terezka 17, alebo naopak. Pri rovnakom oznaceni
ako v uvode predchadzajiceho rieSenia by prva moznost viedla na ststavu rovnic

ox + 3y = 18,
2z + 4y = 17.

uprava Avame rieSenie x = 2 =< ré vsak nie je vyhovuja Ze nie
Po avach dostavame rieSenie ga ;,ktoe sak nie je vyho ce, ked

je celoc¢iselné. Druhé uvedend moznost by viedla na sustavu rovnic

ox + 3y = 17,
2z 4+ 4y = 18,

ktora po upravach dava rieSenie x = 1 a y = 4. Terezka celkom zjedla 18 cukrikov.

Navrh hodnotenia. 2 body za vztahy medzi zjedenymi cukrikmi v jednotlivych diioch (napr. ako
v Gvodnej tabulke); 2 body za zostavenie rovnic; 2 body za dorieSenie a kvalitu komentéra.

2. Vo stvoruholniku ABCD su strany AB a CD rovnobezné, pricom strana AB je
dvakrdt dlhsia ako strana CD. Bod S je priesecnikom uhlopriecok stvoruholnika ABC D
a trojuholniky ABS a CDS siu oba rovnostranné. Bod E je taky bod usecky BS, Ze
velkost uhla ACE je 30°. Urcte pomer obsahov Stvoruholnika ABCD a trojuholnika
EBC. (Eva Semeradova)

RieSenie. Zo zadania vieme, Ze (1) trojuholniky ABS a CDS st rovnostranné
a (2) dlzky ich stran s v pomere 2 : 1. Z prvého poznatku vyplyva, ze vietky vntitorné
uhly v tychto trojuholnikoch majia velkost 60°. Preto je velkost uhla ESC rovna
180° — 60° = 120°. KedZe velkost uhla SC'E je 30°, na velkost uhla SEC v trojuholniku
SEC ostava tiez 30°. Trojuholnik SEC je teda rovnoramenny so zakladiiou EC, a preto
st tsecky SE a SC zhodné. Z druhého poznatku vyplyva, ze tisecka S B ma dvojnasobni
dlzku v porovnani s tise¢kou SC. Spolu teda zistujeme, ze bod E lezi v strede tsecky SB,
resp. usecka DB je bodmi S a E rozdelena na tretiny.

2



A B

Trojuholniky DBC a EBC maju spoloény vrchol C a dlzky jemu protilahlych
stran DB a EB st v pomere 3 : 1. V rovnakom pomere st preto aj ich obsahy,
SDBC . SEBC =3:1.
Lichobeznik ABC'D je uhloprieckou DB rozdeleny na dva trojuholniky DBA a DBC),

ktoré maji spolo¢nt vysku s lichobeznikom a dlzky prislichajtcich stran AB a C'D st
v pomere 2 : 1. V rovnakom pomere sa preto aj obsahy tychto trojuholnikov, tzn.
Sapcp : Spc =3 : 1.

Spolu teda zistujeme, Ze hladany pomer obsahov je
Sapcp : Secp=9:1.

Poznamka. Trojuholniky ABS a CDS st podobné s koeficientom podobnosti 2 : 1, ich
obsahy st preto v pomere 4 : 1. Nazorne mozno tento pomer ukazat rozdelenim troj-
uholnika ASB pomocou strednych prie¢ok na Styri trojuholniky zhodné s C'DS, pozri
obrazok. Doplnenim tsecky DF je lichobeznik ABC' D rozdeleny na deviit trojuholnikov
majucich rovnaky obsah ako trojuholnik EBC'.
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A B

Navrh hodnotenia. 3 body za urcenie, ze bod E je v strede tsecky SB; po 1 bode za kazdy zo
zvyraznenych pomerov (alebo zodpovedajice ¢iastocné kroky pri inom rieseni).



3. Styri kamardtky nasli v ucéebnici nasledujicu pozndmku:
Vieme, Ze Va-b= 99v2 a ze Va-b-c je prirodzené cislo.

Teraz premyslaji a dohaduji sa, co mozu povedat o cisle c:
Anna: ,Uréite to nemoéze byt /2.
Dana: ,,Moze to byt napr. 98.“
Hana: ,Moze to byt akékolvek pdrne cislo.“
Jana: ,Také cislo je urcite len jedno.“

Rozhodnite, ktoré z dievéat md (maji) pravdu, a vysvetlite preco.
(Eva Semerédova)

Riesenie. Uvedeny vyraz mozeme vyjadrit ako

Va-b-c=Va-b-yec=99v2 /. (1)

Prec:ﬂje
Va-b-c:99\/§-’\/\/§,

¢o nie je prirodzené ¢islo. Anna teda ma pravdu.
Pre ¢ =98 je

Va-b-c=99v2-V/98=99v2-2-7-7=99-2-7,
¢o je prirodzené cislo. Dana teda mé pravdu.

Napr. pre c =4 je
Va-b-c=99v2 -2,

¢o nie je prirodzené ¢islo. Hana teda nema pravdu.
Pre ¢ = 98 sme uz ukazali, ze Va - b - ¢ je prirodzené ¢islo. Dalej napr. pre ¢ = 2 je

Va-b-c=99v2-v/2=99.2,

¢o je prirodzené cislo. Jana teda nema pravdu.

Iné riesenie. Aby vyraz (1) predstavoval prirodzené ¢islo, muselo by byt
Ve=+V2-k, ére c=2-k (2)

pre nejaké prirodzené cislo k.
KedZe ¢ = v/2 nie je tvaru (2), Anna mé pravdu.
Kedze ¢ = 98 = 2 - 72 je tvaru (2), Dana m4 pravdu.
Kedze nie kazdé parne ¢islo je tvaru (2), Hana nemé pravdu.
Kedze cisel tvaru (2) je nekonecne vela, Jana nema pravdu.

Navrh hodnotenia. Po 1 bode za zhodnotenie vyrokov Anny a Dany; po 2 bodoch za zhodnotenie
vyrokov Hany a Jany. Odpovede bez zdévodnenia nehodnotte, aj keby boli spravne.



4. Kvdder s rozmermi 20 cm x 30 cm x 40 cm je poloZeny tak, Ze hrana dizky 20 cm leZi
na stole a hrana dizky 40 cm zviera so stolom uhol 30°. Kvdder je ciastocne naplneny
vodou, ktord omaca hornu stenu s rozmermi 20 cm x40 cm z jednej sturtiny. Urcte objem
vody v kvddri. (Marie Krejcova)

Riesenie. Objem vody v kvadri mozno uréit ako rozdiel objemu kvéadra a objemu jeho
prazdnej ¢asti. Objem kvadra je 2 -3 -4 dm?3, t.j. 24 litrov. Prazdnu ¢ast kvadra tvori
trojboky hranol, ktorého podstavou je pravouhly trojuholnik a ktorého vyska meria
2dm. Stac¢i urcit obsah pravouhlého trojuholnika ABH:

H

i
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Hornt stenu kvadra oméca voda z jednej $tvrtiny. To znamena, ze hrana DH dlzky
4dm je rozdelena vodnou hladinou v bode A vzdialenom 1dm od bodu D, ¢ize 3dm
od bodu H. Vodné hladina je rovnobezna s rovinou stola a protilahlé hrany kvadra st
navzajom rovnobezné, preto méa uhol BAH velkost 30°. Pravy uhol je pri vrchole H,
na zvysny uhol pri vrchole B tak ostava 60°.

Trojuholnik ABH mézZeme chépat ako polovicu rovnostranného trojuholnika roz-
deleného vyskou AH. Dizka strany BH je preto polovi¢na vzhladom na dizku AB. Ak
velkost strany BH v dm oznacime z, tak podla Pytagorovej vety v trojuholniku ABH
plati

3% + 2% = (22)°.
Z toho vyplyva 32> = 9, ¢ize = /3. Obsah pravouhlého trojuholnika ABH je teda
%ﬁ dm?.

rovny



Objem trojbokého hranola predstavujiuceho prazdnu cast kvadra je 2 - %g =
= 3v/3dm?, ¢o je priblizne 5,2 litrov. Objem vody v kvadri je 24 — 3v/3 dm?, ¢o je

priblizne 18,8 litrov.

Ndvrh hodnotenia. 2 body za tivodnii tivahu a dizku tsec¢ky AH, resp. AD; 3 body za dizku tsecky BH
a obsah trojuholnika ABH; 1 bod za dopoditanie a pripadné zaokruhlenie.
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